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Apresentação 


Este livro é o Complemento para o Professor do volume 7, 
Geometria Analítica, da coleção Fundamentos de Matemática Ele- 
mentar. 

Cada volume desta coleção tem um complemento para o pro- 
fessor, com o objetivo de apresentar a solução dos exercícios mais 
complicados do livro e sugerir sua passagem aos alunos. 

É nossa intenção aperfeiçoar continuamente os Complemen- 
tos. Estamos abertos às sugestões e críticas, que nos devem ser 
encaminhadas através da Editora. 

Agradecemos à professora Irene Torrano Filisetti a colaboração 
na redação das soluções que são apresentadas neste Complemento. 
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¡ANUN — Coordenadas cartesianas no plano 
2. Calculando as medidas dos lados, temos: 


10. 


11. 


12. 


14. 


das = V26; dec = V72; dac = V26. 
Como dag = dac, O triângulo é isósceles. 
Como (V72)? > (V26)? + (V26)?, o triângulo é obtusángulo. 


Para o AABC ser retângulo em B, devemos ter: 
dão = dás + dfc- 


52 + (x= 5} = 4 +1 6)? + 1? + (x +1? => x=-3 


A é equidistante de B e C se, e somente se, dag = dac. 


(x+ 1)2 + (+12 = V(x -= 52 + 12 > x= 2 


P pertence ao eixo das abscissas, portanto P(x, 0). 
P é equidistante de A e B, então dpa = dpg. 


V F 2 =y 3PH > «=D 


Portanto: (22, o) 
P pertence à bissetriz b24, então P(x, —x). 
P é equidistante de A e B, portanto dpa = dpp. 


WE RE > x= 5 


Portanto: PS, 3) 
M(a, 0); N(O, a); P(x, y) 


1 2 
AMNP é equilátero se, e somente se, dpm £ dpn E dmy- 


(1) dpm = dpy = V(x — a)? + y2 = yx? + (y — a)2 > x= y 


(2) den = dw > VE ty- aF = ca Fa x= pedia 
Há, portanto, duas possibilidades: 
p/a+av3 a + av3 spp ais a —av3 

2 i 2 2 á 2 i 
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16. 


17. 


Calculamos, inicialmente, o valor de dag: 
dag = V12 + (-1)? = V2. 


Calculemos dap: 


dao = V(x% — 5)? + (y, + 2)?. 


Como dap = dag (os lados de um quadrado têm medidas iguais), 
vem: 


Va, = 57 + (y, + 2? =V2 => x2 + y2 — 10x, + 4y2 + 27 =0 (1) 
Aplicando o teorema de Pitágoras no AABD, vem: dé, = dás + dp. 
(xo — 42 + (y2 + 1)? = 2 + (x2 — 5)? + (y2 + 2)? 

De onde vem: x, — Y2 = 7, ou seja, X2 = Y2 + 7 (2) 

Substituindo (2) em (1), temos: 

y2 + 14y, + 49 + y3 — 10(y> + 7) + 4y2 +27 =0 

ou seja: y3 + 4y, + 3 = 0> (y, = —1 ou yz = —3) > (x2 = 6 ou x = 4). 
Portanto, D(x2, y2) = D(6, —1) ou D(x», y2) = (4, —3). 
Analogamente, aplicando o teorema de Pitágoras no AABC, temos: 
dic = dig + dec. 

(x1 = 5? + (y, + 2)2= 2 + (x, — 42 + (ya + 1} > x1 = y1 + 5 (3) 
Como dec = y (x1 — 4)? + (y, + 1)2 = 

xX? +y? — 8x, + 2y4 + 15 = 0 (4) 

Substituindo (3) em (4), temos: 

yi + 2y; =0 > ly, = 0 ou y, = —2) > (x, = 5 ou x = 3) 
Portanto: C(x4, y4) = (5, 0) ou C(x,, y1) = C(3, —2). 


A(1, 2); C(3, —4) 
AC é diagonal do ABCD. 


Aplicamos o teorema de Pitágoras no 
AABC. 


2 = A2 2 
dic E dec F dis (1) 
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Utilizamos a condicáo de igualdade das medidas dos lados do 
quadrado: 


dec = dga (2) 
(1) 2? + (6)? = (x — 3)? + (y + 4}? + (x — 1)? + (y - 2)? 
2x2 + 2y? — 8x + 4y — 10 = O (3) 


(2) Vx — 3)? + (y + 4)? = Y lx — 1} + (y — 2) 
x=3y=5=>x=3y+5 (4) 

Substituindo (4) em (3), vem: 

2(9y? + 30y + 25) + 2y? — 8(3y + 5) + 4y - 10=0 
yY+2y=0=(y=0 ou y=-2) > (x=5 ou x=-1) 
Portanto, temos os pontos: (5, 0) e (—1, —2). 

Como xp > xp, então B(5, 0) e D(—1, —2). 


19. A(5, 3); B(—1, —3); C(x, 0) 


A XX Y37Y 


r = == = PS E 


CB X2 — X3 Ya — Y3 


Utilizando a coordenada y, vem: r = 55 = 1. 


SEA 
22. NS, x B(2, 1) 


A B C(x, y) Dix y) 


é ponto médio de AC. Entáo: 


A > x = -= 
E 2 3 = ponto c(-5 0) 


-1 = < 5y-0 


C é ponto médio de BD. Assim: 


3 2 > ponto D(—6, 1) 


2 
O segmento deve ser prolongado até o ponto D(—6, 1). 
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24. M é ponto médio de PR. 
-5+1 _ 


Xm = —— = -2 
2 3 
> M| -2, >= 
_ 241 3 >) 
Ym = 2 i 2 
M 
Portanto: dom = y (xo = Xm) + (Yo = Ym)? = E 
11\2 221 
= 2 m A ii 
(5) + 5 ) > / 
25. As diagonais de um paralelogramo interceptam-se em seu ponto 
médio. Assim: E é ponto médio de AC: 
Xx, + 
J= > >x=0 
y 72 
q=% > > y=4 


Então, C(O, 4). 
E é ponto médio de BD: 


x +3 
2=%—=>x%=1 
y 1 
1 = E >y=3 


Entáo, D(1, 3). 


27. M é ponto médio de AB: 


_Xa TX 


1 => X% tX}, =2 


+ 
1=%2 > ya + yo =2 


N é ponto médio de BC: 


o= 22 > xp +X=0 

3 = ee > Ya+Yo=6 Al Ya) 
P é ponto médio de AC: 

y DS o Xa + Xc = —4 

2= 42% > Ya tyc = 4 
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Temos, entáo, dois sistemas: 


Xa + Xg=2 Ya Ya 2 
(1) 3 Xs +x=0 e (2)] Ys +yco=6 

Xa + Xc = —4 Ya tyc = 4 
Resolvendo (1), vem: Xa = —1, Xp = 3 e x= -3. 


Resolvendo (2), vem: ya = 0, Yg = 2 e yc = 4. 


Portanto: A(—1, 0), B(3, 2) e C(-3, 4). 


2 1 


30. a, +) é baricentro. 


Entáo G divide AN na razáo 2. 


A oped 
GN 
š 2 
ns 
3 
> =2 > Xx1=2 
5—0 
3 => A(2, 0) 
p=a 
r= 
3 
Za e ya, =0 
3 2 


M é ponto médio de AB, então: 


1 2+X o 
2 2 s= 01 
ga > B(-1, 4) 
= -E > y=4 


N é ponto médio de BC, então: 


-1+ 
pues x =1 
> C(1, =3) 
1 _ 4+y no 
a 
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32. 


34. 


Mé ponto médio de AB, entáo: 


Cha Yo) 
—4 = te > xg=—4 
dade > B(-4, 9) 
6=—; Yp— O 8 10 


Temos, ainda: 
dec = V(xc + 4) + (yo — 9) = 10 (1) A Des 
dac = Vlxc + 42 + (ye — 32 = 8 (2) 
(1)xê + 8xc + 16 + yê — 18yc + 81 = 100 
(2)xê + 8xc + 16 + yê — 6yç + 9 = 64 
Multiplicando (2) por —1 e adicionando membro a membro, vem: 
—12y0 + 72 = 36 > ye = 3 
Substituindo yç = 3 em (2), vem: 
x +8x —-48=0 >x=4 ou x =-12 


Então: C(4, 3) ou C(-12, 3). 


Com a teoria dada até aqui é possível resolver a questão de duas 
maneiras: 


Solução 1 


Calcular as medidas dos quatro lados e verificar se lados opostos 
têm medidas iguais. 
Usando a fórmula da distância, encontramos: 


V5 V10 V29 
das = V10, dsc = >»  p==32 e da=—5 


e constatamos que dag * dcp € dec + dpa. 


Solução 2 
Calcular os pontos médios das diagonais e verificar se coincidem. 
Usando a fórmula do ponto médio, encontramos: 


M = (o, à) (médio de AC) e N = ($, -5) (médio de BD) e 
constatamos que M + N. 


Conclusáo: usando qualquer um dos dois processos, verificamos 
que ABCD náo é paralelogramo. 
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Tendo abscissa 3, igual à de B, P só pode- 
rá ser interior ao lado AC. 


Impondo P, A e C colineares, temos: 


3 m 1 
1 2 1|=0edaím = —1. 
5 -4 1 


Chamemos de P(a, b) um ponto da reta AB que é equidistante dos 
eixos cartesianos. P está obrigado às seguintes condições: 


a b 1 
2 3 1|=0 e Jal = [bl 
-5 1 1 


e daí vem: 
2a — 7b + 17 = 0 (1) e a= +b (2) 


Resolvendo esse sistema, obtemos 


dm Eros 
a=b= 5 u a=-SG b 
17 17 17 17 
€, portanto, AE, T) a e- i 


OAD — Equação da reta 


59. 


A reta ÃO é a bissetriz dos quadrantes pares; portanto, ya = —xa. (1) 
dao = V2 => xa + ya=2 (2) 

Resolvendo o sistema formado por (1) e (2), vem A(—1, 1). 

Areta BÓ é a bissetriz dos quadrantes ímpares; portanto, ya = Xp. (3) 
deo = 2V2 > w+y=8 (4) 

Resolvendo o sistema formado por (3) e (4), vem B(2, 2). 


Portanto, a reta que passa pelos pontos A e B é: 
x=3y+4=0 
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62. 


64. 


69. 


71. 


Areta r passa pelos pontos (4, 0) e (0, 2); então, r:x + 2y—4=0. (1) 

Areta s passa pelos pontos (1, 0) e (0, 4); então, s: 4x +y —4=0. (2) 

2 
Vá 


Resolvendo o sistema formado por (1) e (2), vem x = £ ey= 


7 
_J]/4 12 
portanto, rn s = ($, 7 j 


Resolvendo o sistema formado pelas equações de duas retas, temos: 


y=-x+2 x- 21-a) _ 4a 
y=ax+2a 2 * Card “a+1 

2(1-a) 4a as i 
Para que 203 E asa esteja no primeiro quadrante, deve 
mos ter: 
21 - a) 4a 
a+1 A 0d) aaa O É) 


De (1) vem -1<a=1ede(2)vema=-1ouazo. 
Fazendo a interseção, temos O < a < 1. 


Escolhemos duas dentre as três equações e calculamos os valores 
de x e y. Tais valores devem satisfazer a terceira equação. 


3x — 3y = —2a .a o 
3x+3y=4a 2 X232Y748 
ES a) deve pertencer à reta ax — y = O, então: 


a:22a=0=>%*-3=0=>a=00U a=3 


Obs.: Para a = O, o ponto de interseção é (O, O). As três retas são: 
y = x (bissetriz b,3); y = —x (bissetriz b24) e y = O (eixo x). 

Para a = 3, o ponto de interseção é (1, 3). As três retas são: 
x=y+2=0,x+y-4=0€e 3x-y=0 


Consideremos os sistemas de retas, tomadas duas a duas: 


s:3x+2y=5 
=5ey=-5 

tx+2y=-5 > * ey 
rx=2y=-m MAS e _5+3m 
s:3x+2y=5 4 y 8 
EX SS e AMEN ey- om 
tx+2y=-5 2 4 
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As três interseções obtidas, sendo vértices de um triângulo, não 
podem ser colineares, então: 


5 —5 1 
5-M 3m+5 4 


z-m-5B m-5 1 

2 4 

5(m + 15) + Sm + 15) + 2m? + 30m 
8 4 16 

> m? + 30m + 225 # 0 > mz-15 


> +0 > 


P(a 3a) P pertence à reta y = 3x. 
A Portanto, P(a, 3a). 
Q(b, —b) Q pertence à reta y = —x. 
Portanto, Q(b, —b). 
Como A(—2, 4) é ponto médio de PQ, então: 


«ga A i 
4= Sano > 3a-b=8 (2) 
Resolvendo o sistema formado por (1) e (2), vem: a =1eb = —5. 


Portanto, os pontos são P(1, 3) e Q(-5, 5). 


A pertence à reta y = 2x — 2; A(a, 2a — 2). 


B pertence a reta y = —x — 3; B(b, —b — 3). 

Como P é ponto médio de AB, então: 

3-12 >a+b=6 (1) 

_2a= 2-b-3 
2 


(0) > 2a -b =5 (2) 


Resolvendo o sistema formado por (1) e (2), temos: 


E TTR ES 16) (7 rG 

a=-=7 eb 3» de onde vem AL, 3 e Blz> 3) 

Para determinar a resposta procurada, podemos considerar 
quaisquer dois pontos entre A, Pe B. 


A equação da reta é: 8x — y — 24 = 0. 
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75. 


76. 


78. 


A reta r: 2x — y + 3 — O pode ser escrita y = 2x + 3. 
O ponto M pertence a r. Então, M(a, 2a + 3). 

O ponto B pertence à bissetriz b24. Então B(b, —b). 
Como M é ponto médio de AB, temos: 


a= 22 >» 2a-b=5 (1) 

2a+3= 2 > 4a+b=-2 (2) 
Resolvendo o sistema formado por (1) e (2), vem: 
a= > e b=-4, 


Então, o ponto procurado é B(—4, 4). 


ri3x=y=0= ry=3x 
C Er > Ca, 3a) 


de 


s:x—-2y+4=0 >y=5 +2 

b 
B Es = Bb, 2 + 2) 
Considerando AC = Ea temos: 

CB 2 
X -Xx _ 1 a+1t_1 a 
on 2 fes 2 > 3a b 2 (1) 
PSA A a 3e O b=08 0) 
Roy 2 Base * 

2 


Resolvendo o sistema formado por (1) e (2), resulta: a = 2 e b = 8. 
Portanto, o ponto procurado é B(8, 6). 


l. A(xa, 0) 


Il. B(Xg, Xp) 

IM. AE (AC) x+y-=4=0 
Portanto, xa +0- 4=0 > x= 4 => A(4, O). 

IV. B € (BC):2x — 3y+7=0 

2Xg — 3Xxg+7=0 

Xs = 7 => B(7, 7) 
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IIl e IV. 
C é ponto de interseção de AC e BC. 
+yc=4 
E ye >x: =1 ey =3 => C(1, 3) 
2xc = 3yc == 


Assim, temos: 
dag = V58; des = V52 = 2/18 e dac = V18 = 3V2. 
Portanto, o perímetro do AABC é: V58 + 2/13 + 342. 


2x=y-7=0 > M2, -3) 
4dx-y-11=0 
2x-=y-7=0 > BM, =5) 


10x — 3y - 25 = 0 


4x-y-11=0 


= C(4, 5) 
10x — 3y - 25 =0 


D € BC: 10x — 3y - 25=0eD 
tem a mesma abscissa que P. 


Portanto, para Xp = 2 > Yp = —=. 


P(2, y) é tal que ya < y < yo e daf -3 < y <->. 


S= dee + de + dee deve ser mínima. 
S = (x$ — 2X 6 + x5 + 4) + (x + 1)+ (+9) (1) 


Considerando a condição de alinhamento dos pontos A, Be P, 
temos: 


Xp = 3XA — 14 (2) 
Substituindo (2) em (1): 
S = 14x% — 140x, + 406. 


S é mínima para xay = = =5 


Portanto, em (2), xg = 1. 
Assim: A(5, 1) e B(1, 3). 
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91. (2x + 3y — 15) + k(5x — 2y + 29) = 0 
Desenvolvemos e agrupamos os termos semelhantes: 
(2 + 5k)x + (3 — 2k)y + 29k — 15 = 0. 


Como queremos a reta que passa pela origem, 29k — 15=0 > 


Substituindo k na equação original, vem 7x + 3y = O, 


93. 3x — 2y — 6 + k(x + 2y — 2)= 0 (1) 
3x — 3y + 4 + £(2x+ 3y + 1) =0 (2) 
Determinemos o centro do feixe (1): 
Ec > (2,0) 
k=1 >x-2=0 
Determinemos o centro do feixe (2): 
mio Ri] 
t=1>x+1=0 3 


Determinando a reta que passa pelos pontos obtidos, estaremos 
obtendo a reta comum aos dois feixes: 


20 1 
-1 1 1|=0=x+9-2=0 
3 
x y 1 
94. feixe (1): 


al 3 a) 

> A yA |m £ —2 
k=1>(2+mx-3=0 2+m' 32 +m) 

feixe (2): 


k=0 => 4x+3y+25=0 


| > B4, -3) 
k=1 > 6x+24=0 


feixe (3): 


elos mt ti E A 
k=1=(m-4)y=0 m 
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102. 


103. 


104. 
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Os pontos A, B, C, centros dos feixes, devem pertencer a mesma 
reta. Pela condicáo de alinhamento, temos: 


3 10 + 8m 
2+m 32 +m) 
—4 —3 1|=0>m=10u m=-=3 
1 0 1 
m 


(2 + m)x + (3 + 2my- 1=0 
A S P2, -1 
m=-2=>y+1=0 

Substituindo P(2, —1) na equação do feixe, vem: 
(2+m):2+(3+ 2m(-1) -1=4+2m-3-2m-1=0, 
Ym E R 


(m2 + 6m + 3)x — (2m2 + 18m + 2)y - 3m +2 =0 


m=0 => 3x-2y+2=0 | > ra, -3) 
m=1 > 10x- 22y-1=0 

Substituindo Pla, -4) na equacáo do feixe, vem: 

(m2 + 6m + 31(-1) — (2m? + 18m + 2) z) 3m +2 = 


= -m? — 6m —- 3 + m2 + 9m + 1- 3m +2 =0, YMER. 


Verificamos, inicialmente, que A É reA Es. 

Seja r': 3x — 4y + c' =0,talquer'//re A€Er', 
Então, r': 3x — 4y — 11 = 0. 

Seja s': 5x + 6y + c" = O, tal que s'//s e AEs'. 
Então, s': Dx + 6y — 12 = 0. 


tex=tgy > xļxsyt+tkrn > x-y-kr=0,kEZ 
Nessa equação, o único coeficiente variável é kr, o que significa que 
ela é a equação de um feixe de paralelas. 


sen(x-=y=0= x->=y=kTr(keZ) > 
>x-y-=kr=0(k€2Z) 

é a equação de um feixe de paralelas, considerando que os coefi- 
cientes a e b são fixos, variando apenas c = —kr (k E Z). 
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109. 


110. 


111. 


114. 


x=10t-2 > t= 


y=3t > t=> 


XE 
10 


y 
3 


= 3x — 10y + 6 = O (forma geral) > 


> 3x— 10y = -6 > 


ER 
—2 


bis 1 (forma segmentária) 
5 
3 +1=x > t= 4 
a > —2x — 3y+17=0 (1) 
=2t+5=y > t=22 
—2 
x+2 


2u-2=x u= 


>x-2y+16=0 (2) 


T+u=y > U=y-7 


Resolvendo o sistema formado por (1) e (2), vem (—2, 7). 


TEA 
2 
3 


ny. 
us 


=1 >y=3x- 2 


x=1=1 > t=x+1 


y=3t-2 > t= 


y+2 > y=3x+1 


3 


Portanto, re s sáo paralelas e distintas. 


A reta tem equacáo segmentária T + rn = 1, em que pe q são 
variáveis. 
e 1 1 1 pk 
Por hipótese, — + — = — > q = ———(p*0epXx k). 
p p q k q p=k (p p ) 
Substituindo q na equacáo da reta, vem: 
X y p=k 
— + —— =1 + =p. 
p pk nfs k SR 
p=k 
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Fazendo p = 1 > rxt (1) 


k 
k 


Fazendo p = 2 = six + Jy=2 (2) 


Resolvendo o sistema formado pelas retas re s, vem P(k, k). 


As retas r e s são concorrentes no ponto P(k, k), fixo, no plano 

cartesiano, pois: 

p-k 
k 


k + -k=p, YVpER*, pÆk. 


AUT — Teoria angular 


118. B(-2, 12) M é ponto médio de BC: 
Xm = 1 e y: = 9 > M(1, 9) 
M 
ma- M 1 


XM — XA G 
C(4, 6) 
A(=5, —3) 


131. Inicialmente calculamos: 
3 1 
MIN = > e myp= -7 


PO passa por P e é paralela a MN. 


y-1=3(-5) > 3x-2y-13=0 (1) 


MO passa por M e é paralela a NP. 


y-5=-2 (x-3) =x+4y-23=0 (2) 


Resolvendo o sistema (1) e (2), vem: Q(7, 4). 
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132. A(-3,4) ér e A(-3,4)£s 
r:2x+y-3=0 s m,=-2 


sx+y-2=0=>ms5=-1 


Seja AB // s. Então, (AB): y — 4 = —1(x + 3) >x+y-1=0, 


x+y-1=0 


A Bd) 


| 


Seja AD // r. Então (AD): y — 4 = —2(x+ 3) > 2x+y+2=0. 


2x+y+2=0 


Deins s [21114 


=> D(-4, 6) 
Como B €r e D €E s, então necessariamente C Er NS. 


ai e > C4,1) 


x+ty-2=0 


Portanto: B(2, —1), C(1, 1) e D(-4, 6). 


E x=y=1,sex>y (1) 
133. kona e (2) 

als são retas paralelas. 

(2)x—-y +1=0 

_3-0_3 a 
145. MNn> 20002 > M=03 
2 
ny -3=-=3 (x- 2) = 1:2x + 3y - 13 =0 


148. m=2,sLr =m =-5 


PES S s:y-1=-5 +2) > S:iXxX+2y=0 


Obtendo a interseção das retas r e s, vem: 


E (8, =d) 


2x — y = 20 
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r m =1,sLr > m =-—1 
PQ, 3) PEs > siy-3=-1(x-2) > 
> siy=-x+5 
=x-3 
M Merns > Y7* 
Y > Mad 


v 


M é ponto médio de PP' > P'(6, —1). 


Como M é ponto médio de OP, vem: (E, +) 


Seja P E r AN b24. 


a S SPERT 
Consideremos a bissetriz b43 L b24. 
Seja Q E bi3 Nr. 
a T = des) 
A origem O(O, O) é ponto médio de QQ', Q' E b43. 


de 
A O os dna gs A a= 2) 
o Aa de 5 5 


Então, PQ' = r', simétrica de r em relações a b24. 


=7 7 1 

7 7 

E A li = 
5 5 O > 3x+2y+7=0 
xX y 1 
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154. 


155. 


r:3x+2y-6=0 > m=-5 
2 

ajs Lr > m=z 

2 

PEs > siy- 2=-7 (M7 2) => 


> s:2x-3y+2=0 


b MErAs 
Mn 


> ME 13) 
s:2x-3y+2=0 


13’ 13 


c) M é ponto médio de PQ: 


14_2+x 
13 2 -13 (E al) 
> 01-55 — 
18. 2 +y 10 Q 13” 13 
13 2 13 
d) P é ponto médio de MR 
14 
7z tx 
2-3, x= 
apps So 
18 |, 13' 13 
_ 13 34 
smm g eye 
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r: x— 6y+12=0 

r intercepta o eixo y no ponto P(O, 2). 

r intercepta o eixo x no ponto R(—12, 0). 
) P'(O, —2) é simétrico de P em relação ao eixo x. 


a 
RP' = r' é simétrica de r em relação ao eixo x. 


-12 01 
O -2 1|=0>r':x+6y+12=0 
x y 1 


b) R'(12, 0) é simétrico de R em relação ao eixo y. 


PR' = r" é simétrica de rem relação ao eixo y. 
o 2 1 

12 0 1/-0>5r":x+6—12=0 
x y 1 


c) s:x+y-9=0 > m=-1 

Seja T(O, 9) E se seja t L s,comT Et. 
ty-9=1-:(x-0) >tix-y+9=0 
tx-y+9=0 (2,8) 


AEÍNT > 
rx— 6y+12=0 


Sendo T ponto médio de AB, B € r", vem: 


42 
ER di 42 
= > > X=5 
42 87 
> Bl 
e _87 
2 + 


| 


Sendo M(6, 3) Er N s, então MB = r". 


6 3 1 
42 87 = TR ar = 
= 5 1| =0 r":6x-y-33=0 
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157. 


158. 


1º) equação de h, tal que h, L BC por A 
Mec =+ = -1 > Mpa = 1 
=, 
AEha > y+1=1(x-2) > x- y-3=0 (ha) 


2º) equação de h, tal que hp L AC por B 


4 1 
Ma = —5 = 72 > Me = 
Ceh > y-2=5(K—1) => x-2y+3=0(h,) 
4?) {H} E ha N hb N he 
R > H(9, 6) 
hp: x= 3y+9=0 


HEh.=>9-2-6+3=0(V) 


Mag = 1 > Mep = —1 
(CD) y- 2 = -1x + 1) = 
> x+y-1=0 


2%) {D} = CD N AB 


x+y=1 G >) 
> DI=,= 
e 2'2 


dag = VA + 4? = 442 
DD Ey - Vio f > Sac = V20 


o ia ala 
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a dep : dcp 
4%) | Spco = > 
PE 
BD 2 2 2 9/20 
> Sen = 8 
V10 
den = “> 


a Sac _ V20 8 


Saco 9/20 "9 
8 


Obs.: Como dep é comum aos dois triângulos, bastaria fazer a razão 
entre dag € dpp para obter a razão entre as áreas. 


159. me 2x+y-1=0 2 A-1,1) 
six=y-2=0 
23) H Eh Lr 
1 
m=—-2 > Mn = 7 


1 
y-0=5 +1 => 


=> X— 2y + 1 = 0 (hı) 


(B)=h,Ns 


(OS 86,3) 
s:x=y-2=0 


3%) HEh2Ls;¡m;¿=1 => m,, =-1 


y-=0=-1(x+1) => x+y+1=0 (h) 


nr [PEO > C(2, —3) 
rn2x+y-1=0 

4º) t= BC 

5 341 

2 -3 1|=0>2x-y-7=0 

xX y 1 
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161. 


164. 


19) AEAC = r e A(0, y) > 7-0+y-3=0 => 
=> y = 3 > A(O, 3) 


2) EE AC=re e(x É) Sets 


2 
Silos et 1) 
2 2 «2 


3%) E é ponto médio de AC: 


oa > Xc=1 
+3 = C(1, -4) 
+= > YJo=-—4 


5%) Be eixo x; B(x, O) 
BE BD => B(4,0) 


6º) E é ponto médio de BD: 


e. > D(-3, —1) 
a "e 
A(O, 3); B(4, 0); C(L, —4); D(-3, —1) 


1º) Sendo BC = m - AB, temos: 
Xc = XB = m(xp = Xa) e 
Yc — Ys = M(Ysg — Ya) 


e daí 


xc— 0=m(0-a)e 
Yc — b = m(b— 0) 
então, x = -ma e ye = (m + 1)b. 


2°) As coordenadas do ponto M, médio de AC, são 


y a+ (oma)_(1-ma,, = 0+(m+ 1b _ (m+ 1b 
M 2 2 se 2 2 ` 
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3º) Ma ==> e tlAB > m= 


o |v 


M Et > t: y- =— ~ = — |x 


(m + 1)b + a - 1222) 
2 b 


e daí vem: 


t: 2ax — 2by + b2(1 + m) — a1 — m) =0. 


mm di=b=a= Psp dá 
2 2 
reta (AP): 3x + (a — 3)y — 3a = 0 > mM = 3 
55 3 
reta (BP): 3x + (b — 3)y —- 3b = 0 > ma = 3 


Como as retas AP e BP sáo perpendiculares, vem: 


Mp ==, 7 > ab + 3(a + b)+18=0 (2) 


Substituindo (1) em (2), temos: 


22? +3a-9=0 > 2 


Caso (1), => e b = 9, vem: 
(AP): 2x-y-3=0 e (BP): x + 2y-9=0 
Caso (2), a, =-3 e ba ==, vem: 


(AB): x- 2y+3=0 e (BP): 2x + y-9=0. 


166. 1) AB1xe x.=3> Xg = 3 > B(3, 0) 
+ 1 
2) m=2 e ACLr > Mp==>3 
A e 1 
A E AC => (46) y - 1 = mwg 
X 


e daí (AC) x + 2y-5=0 


3) C éa interseção de r com AC, então: 


pa pi = C(1, 2) 
(AC) x + 2y-5=0 
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4) M é ponto médio de OA: 


0+3 3 

XM = Xm = — 

Y = 01 > w47 ee 
2 2 


5) N é ponto médio de BC: 


== m=2 
> N(2, 1) 
y -22 + =1 


YTA 2-0 + 


Me. les - 
1-4 = MN 1 BC 

YN — Ym 2 
mN = == ——=1 

XN — XM 2-3 

2 
167. a) 1) Determinemos as retas AB, BC e AC e seus respectivos 

coeficientes angulares. 

141 i 
(AB):|-3 6 1 =0 => x+2y-9=0 > M3=-=>3 

x y 1 

-36 1 4 
(E8):| o 2 1|=0=>4x+3y-6=0 => mg=-S 

x y 1 

1 4 1 
(AC): | o 2 1ļ=0 > x-y+2=0 > mg=2 

x y 1 


2) Vamos determinar ra, fp € r, tais que: 

Pere rn LBG PER e rp LAC;P Er, e ro L AB. 
ta Y = 6=F(x-0) > 3x- 4y+24=0 

miy- 6 ===> (4-0) >x+2/-12=0 

riy- 6=2(x-0) > 2x-y+6=0 
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3) Vamos determinar os pés das perpendiculares: 


3x — 4y +24 =0 el 48 114) 
4x+3y-6=0 


x+2y-12=0 s(2 25) 


(8) = ta 0 BO = | 


(8) = 190.6 = | 


2x-y+2=0 505 
means [29870 13,2) 
x+2y-9=0 55 


b) Para provar que R, S e T são colineares, podemos fixar a reta 
determinada por S e T e provar que RE ST. 


(ST): 2x — 11y + 54 = 0 


48 114 = 
2- (-48) - 11 (HE) + 54 =0 > REST 
168. a) |xX2 +y2=1 
x = cos B 
y = sen a 


Xx + sen?a = 1 => X, = COS Q 
cos? B + yf = 1 > yg = sen B 
Então, temos: 

A(cos a, sen a); B(cos B, sen B) 
C(—cos a, sen a); D(cos B, —sen B) 


b) M é ponto médio de AB: 


Xy = COS q + cos B 


2 (cos a + cos $ sena + sen B) 
== AAA A 
_ sen a + sen B 2 2 
Ym = == 
2 
cos B sen a E 
reta PM: cos a + cos B no -0> 
x y 1 
3 sena sene., cosa O yj 
y Sen -cos B — sen a : cos a =0 


2 
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a—B a+B 
e “sena-senp 2 en 2 cs 2. _ 
PM — POSE cas CD alo SAD 
cos a — cos B Some É B sen SB 
- atp 
= cotg > 
+B. cos 22E 
msn sena +senß _ be 2 E 2 = 
CD” =esB=-cose . ink ml 
cos B — cos a 2. cos STE . cos EP 
= tg 2+6 
á 2 
Mem mas =—cotg EB tE = -1 = PM L CD 
169. Sem perder a generalidade, vamos colocar os dados AB e AD 
respectivamente sobre os eixos Ox e Oy e o ponto A na origem do 
sistema. 
1) reta PD: 
p 01 
O b 1/-0 > 
x y 1 
>bx+py-pb=0 
mea t 
PD p 


A(O, 0) B(b, 0) P(p, 0) X 


2) reta BC:x=b 


3) 6 = P5 n BE: O o(p = b) ) 


x=b p 

4) reta AE: 
0 0 di 

> 1|=0>(p-bx-py=0 
Xx y 1 
5) reta PC: 
p O 1 
b b 1|=0=bx+(p- by -pb=0 
x y 1 
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6) n=Znre: AA To > 
bx + (p — by — pb = O 
p2b pb(p — b) 
> o 
7) Temos: 
Ea: 
r p 
me -Æ Z» __bplp=b) ._ pó=pb+bó __ 
"ESG. P-p+b p*b= b(p? = pb +b?) 
_bplp=b) _ p 
b? (p-b) b 
b — 
mas ma =(-2)[2)- -1 > PDA BF 
174. A(3,0) e B(10,1) > my =+ 
175. 
B A 
t â =|-2 41 sis o ois À é obtuso) 
8 1+0-1 4 ‘P 
V3 +1 
a| Ene EE | 
B tg B = 
me +17 É 3+1 
EC 343 e aN 
RR = A 
então: B 6" 
A a as A T 
Portanto: C =m — A - B > C = 75 
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179. st Como re s são coplanares, a < PB, 
i então a + B=. 
Ma y A reta t forma com r um ángulo 
E é T 
a+ B ouseja, um ángulo y = E. 
2 2 
X Os ângulos formados pelas retas t 
e es são: 
y 
` T T 
$ 9 = 3-0 e do = 37 ta. 
N 2 2 
1 
183. 1º) Verificamos que A É r e A És, 4 
pois suas coordenadas não satisfazem 
as equações dadas. Suponhamos que s 
r contém a altura h, e s contém a D 
bissetriz S, do triângulo ABC, conforme 
indica a figura. 
A C 


2º) Equação da reta AG: 


siem -= 


2 
4 3 


AE ME => y-4=-20+2) = (AC) 4x + 3y-4=0 


3º) Vértice C, interseção de AC com s: 


o 


=> x=-Dey=-8 > C(-5, 8) 
2x — y + 18 = 0 (s) 


4º) Equação da reta BC: 
s é bissetriz, então AĈD = DÊB e daí: 


AR A Mac — Mep | | Mpe — Mcg 
tg ACD = tg DCB = E É Mace o GRE 
4 
-=>)-2 
= 5) 2 — moB 
z 1 + 2- Mo > Mcg = O 


c eB > y- 8 = 0x + 5) >» (B60)y-8=0 


Fundamentos de Matemática Elementar | 7 


184. 


COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL 


5º) Vértice B, interseção de BC com r: 


at 


>x=-9€ey=8 > B(-9, 8) 
3x — 4y + 59 =0/(r) 


6”) Equacáo da reta AB: 


x y 1 
-2 4 1 
-9 8 1 


=0 =» (ÄB) 4x + 7y- 20=0 


1) Consideremos o AOAB retângulo e suponhamos A(a, 0) e B(O, b) 
com a > b. 


2) Equação da reta AD: 


mæ =-= e ADLA > 


_ a 
+ Moo E 


AEAD > y=0=- (X= a) > 
= (AD) ax — by - a? = 0. 


3) Equacáo da reta BD: 


b 

p p ma — Ma = 7 Mb 

ABD = 45º > waso | = —— =1 
1 + Mag ` Map 1-2. m5 
a 
e daí mgg = a E D (outra possibilidade deve ser descartada, pois 
== a-b 

BEBD=>y-b= (x= 0) > 


a+b 
= (BD) (a — b)x — (a + b)y + bla + b) = O 
4) Coordenadas de D, interseção de AD com BD: 
E 
(BD) (a — b)x — (a + b)y = —b(a + b) 
edaíx=a+bey=a. 
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185. 


5) Coordenadas de E, médio de BD: 


-O+(a+b) a+b g -b+a 
2 2 Ye == 


XE 


e assim OE = b13. 


y Vamos supor: 
vo A= (0, 0) 
DO, c) B = (b, 0) 
C = (b, c) 
D = (0, c) 


A(0, 0) B(b, 0) x 


(ĀE) L (BD) e (CF) L (8D). Então, sendo mg = E 

mz = Mo = 2 ou seja, AE//CF (1) 

Determinemos os pontos E e F: 

Por determinante: (BD): cx + by — bc = 0, 

(E) = AE N BD 

(AE): y — O = mæ (x — 0) > (AE) bx — cy = 0 

bc? b2c 


Fazendo a interseção das retas, vem: El —“—,, == 
$ PS 


IFP = CF N BD 
(CF):y-c=ma(x-b) > (CF) bx — cy + ¢2 — b2 = 0 


: E p3 c3 
Fazendo a interseção das retas, vem: F| —T—z., === |. 
g ! s Y (eta ma) 
Então: 
b?2c c 
2 2 c3 
mæ = bé + c = 
bc? b 
prob SERE 
a > mæ = Mis => CE // AF (2) 
[o 
b? + c? e? 
MAF E p3 o p3 
pro O 


De (1) e (2) vem: AECF é paralelogramo. 
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186. Os pontos B(O, y), C(1, 2) e A(x, O) são colineares, então: 


anjo y 1 =" 
1 2 1|=0 = 2x+ (1-xy=0=y=>734 
x 0 1 
2x 12 xyx? — 2x + 5 
= LS Y A E 
2) £ (3) + (-X) TE 
b) Para x = 2 => y= 4 > A(2, 0) e B(0,4) 
2-0 
mæ = 107? 
1 
mæ = -2 > m == 
1 
e 142.4) 4 
2 


ANUN — Distância de ponto a reta 


193. Temos mag = mō = então AB e CD são bases. 


1 
T , 
Determinemos, por exemplo, a reta r suporte do lado CD. 
-9 0 1 

5 2 1/-05x-7y+9=0 

x y 1 


q = E TESS | 2912 
e VI + 49 10 


194. Calculemos a distância de P(O, O) à reta r: 


5 
a (Fe 


Essa distáncia é o lado do quadrado. 


dp,r = 


Área =42 > Área=5 
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197. 


200. 


212. 


213. 


Seja P E r: y = 2x + 1 => P(x, 2x + 1). 


E dt 
Então, d =| == sT|-— 
ne V32 + 22 
3x — 2(x + el 
dp | [PCT 2 sx=-1+213 
Ps 13 


Parax=-—1+2V13 > y =-1 +4V13>P(-4 + 2413; —1 + 4/13). 
Parax=-—1-2V13 > y =-1-4V13>P(-4 — 2413; —1 — 4413). 


4 
m=-4 => Ms =, em que s Lr 


4 


Então s: y — Yo = -5 (x — xo) > 4x — 3y — 4% + 3yo =0 > 


> 4x — 3y + c = 0 (s) 


; 4:2-3-0+c 
Assim, dps = OO. = 4, 
8+c 


=4 => c= 12 ou c = —28 e daí 


5 
s: 4x — 3y + 12 = 0 ou s: 4x — 3y — 28 = 0. 


A interseção da reta r: x + y — 2 = O com o eixo x é o ponto B(2, 0). 
Como C pertence à reta r, então C(x, —x + 2). 


O —1 1 
x -—x+2 1 


Seja [Dago] = 12 > |-3x+6|=24 = x=-60ux= 10 


Sendo x = —6, vem y = 8 > C(-6, 8). 
Sendo x = 10, vem y = -8 > C(10, —8). 


Sendo Ce (r) y = x + 1, então C(x, x + 1). 


Sendo A(1, 0), então ma = xit =d=x=3 
Portanto, C(3, 4). 
101 
Então, Dec =|-1 0 1|=-8 
34 1 
1 1 
S = > |Dagcl => |-8ļl= 4 
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214. I. Temos A(3, —2), B(4, —1) e C(a, b); então: 
3-2 1 
a b 1 


S = 2 > |Dasc] = 4 > |-a + b +5|=4 (1) 


Il. O baricentro do triângulo ABC é 32, 352) e está na 


reta 2x — y + 3 = 0; entáo: 
2(7+a) -3+b 


3 3 
Ill. Resolvendo o sistema (1) e (2), vem: 
(a=-27 e b=-28) ou (a = -35 e b = —44). 


+3=0 e daíZa-b+26=0 (2) 


Portanto: C(—27, —28) ou C(—35, —44). 


O) 


3 
215. reta BC:|-1 0 =0> 3x-y+3=0> 
y 


X 


eepe 


=> M E BĊ > M(x, 3x + 3) 


1 
Same = 5 |Davc| 
2 


2 1 1 > Same = | 4x + 4| 
Dame = x 3x+3 1 =8x +8 
=1 0 1 


1 
Sam = 5 |Dame| 
2 


2 1 1 > Same = | 4x| 
Dam =| X + 1|= 8x 
0) 3 1 
E À E A ou x=- 
Sama 4 x 47 *205 58 
4 3 4 3 
Sendox= -£ y= $ > MS >) 


5' 5 
Ea A 
Sendo x = ERR Am 15 M 37 ). 
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217. 


218. 


219. 


Vamos supor A = (0, 0), B = (a, O) e C = (b, c), então M = (+ o). 


2 

Temos: 

O O 1 

a ac 
Davc =| 7 O 1|= > 

b c 1 

a O 1 

a ac 
Demc = 2 O 1|= NE 

b c 1 
então: 

ac 


Vamos supor A = (0, 0), B = (a, 0) e C = (b, c); então, temos: 


(a e (atb c 
m= (50) 1=[5 3) + 


(bo e 
P= (73) 
(0) (0) a 
Dase =| a 0 1|=ac 
b c 1 
a o 1 
2 
atb c ac 
a 2º 2 1-4 
b £a 
2 2 
então Saso = É = Z4 Sune 
2 3 
m=z e slr > m =-5 
= E 3 
A equacáo de s é: y — Yo = SK Xo) 


3x + 2y — (2yo + 3X0) = 0 > 3x+2y-c=0 
n no 


Cc 
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y =X cc 

nb alS, = 

E > E 5) 
y=-x 

s Mb» > > B(c, —c 

di e A ) 


1 
Soag = > |Dose| = 20 


o 041 
c c 2c? (> 
o E t 
c =ç 1 
2 
> Sos => 2-20 > c = +10 


Portanto: s: 3x + 2y — 10 = O ou s: 3x + 2y + 10 = 0. 


1) área do AOAB = pase tura = id 


área do AOAB = 2, vem ab = 4. 


220. 


2) pela condição de alinhamento dos 
pontos AP e B, vem: 


O b 1 
a O 1|=0>ab=a+b 
1 1 1 


3) Como ab = 4 e a + b = 4, a e b são as raízes da equação 
a? — 4a + 4 = 0 => a = 2, ou seja, a = b = 2. 


0 2 1 
4) reta procurada:| 2 O 1|=0=x+y-2=0 
x y 1 
221. 1) r2 na forma paramétrica 
x= -2+A 
y=2+2%z 


deve ser transformada para a forma geral: 
15:2x— y+ 6=0. 

2) forma geral da reta r que passa pelo 
ponto A(1, 3) > y- 3 = m(x — 1) > 

> (r)mx-y+3-m=0 
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mx—-y+3-m=0 — 
3) Seja P= "01: | o > p[2 L 2) 
y= 


o ota sm6) 


saarna e o m-2 m=2 


4) A deve ser o ponto médio de PQ, pois A € PQ e dap = dag; então: 


m-i1 m +3 g8m-6 
e AAA 
m m-2 m-2 
— = 1 e == 
2 
= aa 1 E 
A solução para essas duas equações é m = -7 e então 


1 
ry-3= = (X— 1) ou ainda nx+2y-7=0. 
1 
5) Para m = E temos P(3, 2) e Q(-1, 4). 


A interseção der, er, é R(-2, 2). 


321 
Dpor = —1 4 1 = 10 > Spr =5 
—2 2 1 
240. Estabelecemos as equações das bissetrizes: 


4x + 3y 6x+8y+1 = 


V16+9  V36+64 


: 14x + 14y + 1= 
ys +8y+1)=0 > f” EA O 


t:2x-2y-1=0 
Sendo r: 4x + 3y = O, então P(O, 0) E r. 
Calculemos as distâncias de PE r às bissetrizes t4 e t;: 


a. [140414 -0+1]_ 42 
o, 1424142 | 


28 
> dp, < Op, t 
q [220250 t 42 
di V22+ 22 4 


Portanto, ty: 14x + 14y + 1 = O é a bissetriz do ángulo agudo. 
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241. As equações das bissetrizes são: 
3x + 4y + 1 E 3x-4y-1 
vV32+42  vV324+22 


t:x=0 
3x + 4y + 1+(3x- 4y-1)=0= . 


Tomemos P(1, —1) Er 
Calculando as distâncias dp +, e dp t, vem: 


wa =la 


e 


Então, a bissetriz do ângulo agudo é t: 4y + 1 = 0. 


= dP t < dp, 


243. C(5, —4) 1) retas: 


6341 
AB:|1 1 1|=0>2x-5y+3=0 
á 


B(1, 1) x y 


BC:|1 1 1|=0=5x+4y-9=0 
y 1 


2) bissetrizes: 
2X 5y +3, a 
4425 — V25+16. 

ti: (2/41 + 5V29)x + (-5V41 + 4/29)y + (3/41 — 9429) = 0 
to: (2/41 — 5V29)x + (-5V41 — 4/29)y + (3/41 + 929) = 0 
3) Seja E, = (241 + 5V29)x + (-5V41 + 4V29)y + (3/41 — 9/29) 
Calculando E, nos pontos A e C, vem: 

= 33/29 

= 33/41 


Como E;,(A) e E,(C) têm sinais iguais, A e C estão no mesmo semi- 
plano em relação a t4. 


Portanto, to: (2/41 — 5V29)x — (5/41 + 4/29)y + (3/41 + 
+ 9429) = O é a bissetriz interna do triângulo ABC, por B. 
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244. 


245. 


1) retas PM e PN 


-5 21 
PM:| 0 0 1|=0 = 2x+5y=0 
x y 1 
=2 5 1 
PN:| 0 0 1|=0 = 5x+2y=0 
x y 1 
2) bissetrizes: 
2x + 5y y 5X+2y t:x+y=0 
v4+25 V25+4 b:ix-y=0 


3) Sendo E, =x +y=0 = | 


E,(M) = -3 
E(N) = 3 


Como E,(M) e E,(N) têm sinais contrários, t4: x + y = O é bissetriz 
interna, por P, do triângulo MNP. 


-5 2 1 


4) retaMN:|-2 5 1|=0=x-y+7=0 


A(1, —2) 


x y 1 


O incentro |, centro da circunferência ins- 
crita no triângulo, é o ponto de interseção 
das bissetrizes internas do triângulo. 


1) retas: 
4 -2 1 
BC:|1 1|=0=4x+3y-10=0 
B(4, —2) xX y 1 
4 -2 1 
AB:|1 -2 1|=0=y+2=0 
xX y 1 
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À 4x +3y-10 ,y+2 
2) bissetrizes: —==— + =0> 
V16+9 V12 

t:x+2y=0 

t:2x—y— 10=0 


EA) = —6 
3) Seja E, = 2x — y — 10 = 0 > > 
EXC) = —10 
> t4: X + 2y = O é a bissetriz interna. 
1 21 
4) reta AC:|1 -2 1|=0=x-1=0 
x y 1 


reta BC: 4x + 3y- 10 =0 
x—1 EY TO 


5) bissetrizes: E 0= 
NEI V16+9 
ta: 3x+y— D=0 
tz x- 3y+5=0 
, Es(A) = —4 
6) Seja E;=3x+ty— 5 > 
Es(B) = 5 
> t3: 3x + y — 5 = O é a bissetriz interna. 
. x+2y=0 
7) incentro = {1} = t4 N t3: > (2, —1) 
3x +y=5 
247. 1) Por determinante, obtemos as equações das retas suportes dos 


lados AB, BC e AC. 
AB: 5x — 12y - 21 = 0 
AC: 15x — 8y +21 =0 
BC: 5x + 2y - 49 =0 
2) Vamos determinar as bissetrizes de Â: 
5x — 12y — 21 , 15x — 8y +21 E 
V25+ 144  vV2235+64 
ty: 70x — 77y -21=0 
t>: 11x + 10y + 63 = 0 
Fazendo E = 11x + 10y + 63, calculamos E(B) e E(C): 
E(B) = 182 > 0 


=> ty: 70x — 77y — 21 = O é a bissetriz interna. 
E(C) = 238 > 0 
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3) {S} = tı N BO 
70x- 77y- 21=0 sE s5) 
ego 
5x+2y-49=0 105' 105 


105 E 105 


105 + 105 


763 do) = dos) 144221 


4) das = = 15 


ONA) — Circunferências 


256. 


257. 


259. 


261. 


D E 3 5 
o in od) (5.5) 


O ponto C4(x4, Y1), simétrico de C em relação ao eixo das ordenadas, 
3.5 

so, 5) > D=3 e E=-b. 

Portanto: x? + y? + 3x — 5y — 7 = 0. 


D E 
2 + y? + 2x+4y=r ol EFE E)- 1, -2 
x y x y=r > DA DA ( ) 
Para obter o simétrico O' da origem O em relação a C(—1, —2), veri- 
ficamos que C é ponto médio de OO". Assim, vem: 


+x 

12 x= 2 

E 0'(-2, —4) 
> =-2 > y'=-4 


(x — 4)? + (y + 3)? = 1 tem centro C(4, —3) e raio r = 1. 


A ordenada máxima obtém-se partindo da ordenada do centro e adi- 
cionando o raio: Ymáx = (23) + 1 = —2, 


Portanto, o ponto é (4, —2). 


1º) mx? + y? + 10x — 8y +k=0 

a) Como B = 1, então A=B =m=1. 

b) D? + E? — 4AF > 0 > 100 + 64 — 4mk > 0 > k < 41 

22) mx? + 2y? + 24x + 24y -k =0 

a) A=B >m=2 

b) D2 + E? — 4AF > 0 = 576 + 576 — 4m(—k) > 0 > k > —144 


Fundamentos de Matemática Elementar | 7 


262. 


266. 


267. 


268. 


COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL 


3º) 4x? + my? — 4x + 3k = 0 
a) A=B> m=4 


b) D? + E? - 4AF >0 => 16+0-4:4-3k>0=>k<3 


36x? + ay? + bxy + 24x — 12y +c = 0 

A=B#0 > a=36 

b=0 

D? + E? — 4AF > 0 => 24? + (—12} -4-36-c>0= c<5 


xX +y? -mx-ny+p=0 


O centro deve pertencer às bissetrizes b43 ou b24. Então, 


m=n#00um=-n#0 => |[m|=|n| +0. 

O raio deve ser igual às ordenadas do centro c(l, Imi), 
D? + E? — 4AF m? 

phan A > m? = 4p. 


4A? 


x? + y? — ax — by + c = O é tangente ao eixo dos x se a ordenada y 
do centro tiver o mesmo valor do raio. 


cf >): _D?+E2-4AF _ ad+b?%-4c _ b? a? 


— > c =— 


EE 4A? e 4 4 4 


oraioér= 12.1 (emque € = dap). 
Verificamos que há duas possibilida- 
des para o centro (P ou P'), em que: 
P(4, 3) > (x- 4} + (y - 3? =1 
P'(3, 2) = (x- 3} + (y - 2) =1 
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280. 


281. 


A = {(x, y) | 2 + y2 < 4} é o círculo de 
centro (O, O) e raio 2. 

B = {(x, y) | x — y = k} é o semiplano 
situado acima da reta y =x — k. A 
figura indica a posição da reta para 
k = 2V2 (reta tangente ao círculo). 
Se k > 2V2, a reta y = x — k será 
paralela à tangente e abaixo desta. 


Então, ACB > k >= X2. 


A= fix, y) | x? + y? — 4x + 10y + 25 = o} é o círculo de centro (2, —5) 
e raio r= 2. 
B = fix, y) | 3x + 4y = k} é o semiplano situado abaixo da reta 
3x + 4y =k. 


Notemos que, variando k, essa reta se desloca no plano, mas tendo 
sempre coeficiente angular + Determinemos k para que a reta 
3x + 4y = k fique tangente ao círculo dado: 

3(2) + 4(-5) — k 

ASH >k=-24 ou k= —4. 


Notemos que, se k > —4, a reta será exterior ao círculo e o semipla- 
no abaixo dela conterá o círculo. 


Notemos que, se k < —24, a reta será exterior ao círculo e o semipla- 
no abaixo dela será disjunto com o círculo. Entáo: 


a) k=>-4 b) k<—24 
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3x+2y+7=0 >y=-> -< (1) 
x? +y? + 2x +4y-8=0 (2) 
Substituindo (1) em (2), vem: 

xX +2x-3=0 > x=1 ou x= -3. 
Para x = 1, y = -5 > P(1, -5). 


Para x = —3, y = 1 > Q(-3, 1). 


288. O sistema 
(x - 3} + y? =25 (1) 
Ê =k (2) 
deverá admitir duas soluções distintas. 
Substituindo (2) em (1), vem: 
y? = 25 — (k — 3)? = —k? + 6k + 16. 


Então, devemos ter: 
—kK + 6k + 16>0, ou seja, -2<k<8, 


298. Q 1) Vamos obter os pontos P e Q, interseção da 
R2 reta r com a circunferência (A) 
3 19 
(r) 3x — 4y +19=0= y a z (1) 


(A) (x — 1)? + (y + 2)? = 100 (2) 


Ri Substituindo (1) em (2), vem: 


5x2 + 26x — 171 = 0 > «=D oux = —9. 


paras = 19 y 38  p(29, 38) 
a 55) 
Para x = -9 > y = -2 > Q(-9, —2). 


2) Seja M o ponto médio de PQ: 


19 
i ZA o 
Pre A 
2 5 3 14) 
38_, = mf 5' 5 
5 14 
Ya = 2 E 
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Vamos passar por M a reta s 1 r. Como m, = > temos ms -—— 
a 4 2 
Então: (s) y — Ym = Ms (X — Xm) > y= E (3). 
3) Vamos obter os pontos R, e R,, interseção da reta s com a circun- 
feréncia A. 
4 2 
y=——x—> (3 
yo == 18) 


A (x — 1)2 + (y + 2)2 = 200 (2) 


Substituindo (3) em (2), vem: x? — 2x-35=0 > x=7oux=-5. 
Para x = 7 => y=-—10 => R4(7, —10). 
Para x = -5 > y = 6 > R(-5, 6). 


4) SPOR, = 5 | Dpor | 


—9 -2 1 
19 38 > SpoR, = 128 
Dror, =j Maan 1 = —256 
5 5 
7 —10 1 
1 
Spor, = 7 | Dora | 
-9 -2 1 
19 38 io SE 
D =| O = 64 
PQR2 
5 5 
=5 6 1 


299. 1) Centro de (A): C(3, —1) 
2) r.2x+y-6=0=>m,=-2 
h: hipotenusa; h / r > mp = — 
C(3, —1) E h 
3) h NA 
h: y = -2x+5 
Ms > 
> x=4 oux=2 
Parax=2,y=1 > A(2, 1). 
Parax=4,y=-3 > B(4, —3). 


2| æ niys -2+5 


xX—-6x+8=0 > 
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4) iai eE =D 


A(2, 1) € ki 
ko (cateto) // s:x-6=0 S ko:x=4=0 
B(4, —3) E k2 
5) k NA 
k:ix—2=0 2 

+2y-3=0 
Po A i = 


>y=10uy=-3 
pontos A(2, 1) e D(2, —3) 


6) kə NA 
Ro > y+2y-3=0> 
Ai x2 + y2- 6x+2y+5=0 


> y=1 ouy=-3 

pontos B(4, —3) e E(4, 1) 

Portanto: AABD: A(2, 1); B(4, —3) e D(2, —3) 
AABE: A(2, 1); B(4, —3) e E(4, 1) 


i An 3 , 
300. 1) A circunferência dada tem centro ofo, 3) e raio r = 
2) O triângulo procurado, por ter um lado paralelo ao eixo x e ou- 
tro paralelo ao eixo y, é retângulo e, portanto, um de seus lados 
y 3 Z 
(a hipotenusa) passa pelo centro ofo, 5) A reta s, que contém a 
: a 3 3 a A 
hipotenusa, tem equacáo y — 5 = E (x — O), pois s é paralela à 
3 
reta dada, cujo declive é 2 
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3) A interseção de s: 3x + 2y -3=0comh: xX? + y2 — 3y-1=0 
são os pontos A(— 1, 3) e C(1, 0). 


4) O outro vértice do triângulo é B = (Xa, Yc) = (—1, 0) ou 
B' = (xæ Ya) = (1, 3). 
5) Área 
1 1 
Sasc = Sapo = —"|D ==-»6=3 
ABC AB'C 2 | ABcl 2 


302. 19: > C(0, 0);r=4 
Ni > 0(-3,2)r =3 


+r' = 
A >r-r<d<r+r' (secantes) 


2%: => cfo, 2) r=1 


XMi=> co, 2 r' = E 


d = O (concêntricas) 
32)A: > C(O, 0); r = 3/2 
`: > C'(-10, 5),r = 2 


+r=2+3v2 
ic di => d>r+r' (exteriores) 


491: => C(2,3);r=1 

MM: > C(-2,0)r' =4 

d=5=r+r' (tangentes exteriormente) 

59% A: => C(0, 0);r=9 

N: > C(3, -4)r=4 

d=5 < , bl r E E > d=r-r' (tangentes interiormente) 


e Py = + 2y + 16 = -1); r= 
aos. 1) NX y? — 10x + 2y + 16 = 0 > €5,-1);r AE 


N'i x2 +y? — 8x+4y+16=0 > C'(4, -2)r" =2 
> r>r 

2) Fazendo À — N, vem: x+y=0 > y=-x (1) 
Substituindo (1) em à, temos: 

xX-6x+8=0 s x=4 oux=2. 
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Parax=4,y= -4 > A(4, —4). 
Parax=2,y=-2 > B(2, —2). 
4 -4 1 


a z = = Observe que esta foi 
AREARE ES TE Os x+y=0( gps obtida em Ha, 
x y 1 
5-1] 40 
4) do aB = 5 = 77 — 242 


306. —x2+y2+4x-6y=0 > C'(-2, 3); r = V13 
d = dec = V(2 + 2)? + (-1 — 3}? = 442 
Há duas hipóteses para a tangéncia de circunferéncias: 


|) tangentes exteriormente: d = r + r' 
dec = 4V2 > V13 + r = 42 > r = 42 - V13 
Então: (x — 2)? + (y + 1)2 = (4V2 — 13)? 
II) tangentes interiormente: d = |r — r'| 
NB — | = 412 5 
413 — r = 4V2 > r = V13 — 4V2 < 0 (rejeitado) 


= | OU 


V13 — r = -4V2 > r = 42 + V13 
Então: (x — 22 + (y + 12 = (4V2 + V13). 
307. 1) Cx +y +6x-1=0 
Cr: xX? + y? — 2x — 1 = 0 => 0-(1, 0) 
2) Vamos obter o ponto Q tal que {Q} = Cy, N Co. 
Fazendo Cy — Co, vem: x = 0ey=+1 = A(O, —1)e Q(O, 1). 


3) Determinemos a reta QO;: 
=0 > y=-x+1 


4) {P} = Q03 N C4 


P 
C:x2+y2+6x—-1=0 


Então, para x = O, y = 1 = Q(0, 1) e para x = —2, y = 3 > P(-2, 3). 


=> xX + 2x=0 > x=00ux=-2 
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ANA — Problemas sobre circunferências 


. v2 2 — = = = “r= 
30%. Ra +y2-4x-6y-3=0 > 0(2,3);r=4 
SYy=x>x-y=0 
feixet//sétix=y+c=0 
Aplicando a fórmula Aam = r, vem: 
Jra | tem 
c—1 
= =45 c=42+1 
V2 
La 
IF 1 Ed A 
D= 
=-4>5c=-4/2+1 
V2 


Portanto: t4: x — y + 4V2 +1=0 
tix-y-412+1=0 


MX + y2 — 2x + 2y = 0 > 0(1, —1); r = V2 


310. | 
s:X= -y > X+y=0 > m,=-1 
feixet Ls>t:x-y+c=0 


Aplicando a fórmula, vem: 
c+2 


V2 
Portanto, t4: X — y = 0; t:x—- y- 4=0. 


=vV2 => c=0 ou c= -4 


dx? +y? + 2x — 2y — 34 = 0 > 0(-1, 1); n = 6 
311. 19) nx+3y=0 5 m= 


0 = 90° > t Lr > feixet:3x-y+c=0 


3(-1)-1+c 
do = RH =6 = c=4+6v10 


t:3x-y+4x+6v110=0 
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AX + y? + 2y — 24 =0 > 0(0, -1)n, =5 
+ 


2º) NX=2y=0 > m=- 


0 = 90° > t Lr > feixet:2x+y+c=0 


t2xX+y+1+5/5 =0 
A: xX? + y? = 49 5 0(0,0);n =7 
S)irax+y-3=05m=-4 
0=45º > tg0=1 


Devemos inicialmente obter m, para definir a equação do feixe. 


m =m =4 -m 
tg 0 = tg 45° =1=|—L + — +l =1 > 
8 g Ea 1+ 4m; 
5 3 
ME OU e S E 


5 
Então, t4: y — Yo = -z (X — Xo) > 5Bx-3y+c=0 


t21 Y — Yo = a Xo) > 3x+5by+c=0 

do, = e =7 > |cl=7N3 > c=4N3 > 
> t4: 5x — 3y + 7134 =0 

dot =" =7 = lol = 713 > C=+7434 > 


> t: 3x + 5y + 7/34 = 0 


A: x2 + y? = 100 => 0(0, 0); r, = 10 
312. nry=2x> m=2 

s/r>mM=mM=2=>y=2x+0c=> 2x-y+c=0(s) 
Da figura, temos: a? = r? — 82 > a=6. 
Impondo a condição do, s = a, vem: 
2:0-0+c 
Er 
s:2x-y+6/5=0 


|=6 > 0=2015 
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314. A: X? +y? =r? > C(0, 0) 


=0 X 
figos DDD paço 


Xo — O Xo Yo 
equação da reta tangente por (xo, Yo): 


žo 
Yo l 
Como (xo, Yo) E A, vem t: xoX + yoy — r? = O. 


x — Xo) e daí xx + yoy — (x + yo) =0 


o (im 


C4: x? + y? + 2ay = 0 => O(0, —a); r = a (a > 0) 
315. a) 1º) | feixe de retas por P(A, 0): y — O = m (x — A) ou ainda 
mx=y=miA=0 (1) 


2?) Como dop = VA? + a? > a, temos duas soluções. 
Aplicando a fórmula da distáncia de ponto a reta, vem: 
m-:0-—(—-a) - ma 22h 


Nmr 1 =0 > m= (2)oum=0 (3) 
3º) Substituindo (2) em (1), temos: 
` 2a 2a? 
toa x-y- = 0. 


Substituindo (3) em (1), temos: 
t:0x-y-01=0 > y=0. 


4º) Calculando as interseções C, N ty e Cy N tz, vem: 
2a?) —29h? 
vea O qa 
Al 2a21  —2ax? j 
a? +a?’ A dra? 
C2 N t2 => x = 0 > B(0, 0). 


C¿Nt=>x= 


b) O ponto Q com ordenada A pertence à reta x + a = O, portanto 
tem abscissa —a: Q(—a, A). 
Provemos que os pontos A, Be Q sáo colineares: 


2a?) —2a)? 
ata A tat _ 2a 2a _ 
0 0 1 M + a? M + a? 
—a À 1 
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x2 + y2 + 4x — 8y - 5 = 0 => C(-2,4)r=5 


y =0 = P(1, 0) 
Para x = 1 > y? — 8y = 0 => j ou 


y =8 > Q(1, 8) 
P(1, 0) O. - da E 
C(-2, A > t4: y Yo = Yo- b (x Xo) 
=2 = 1 
y=0==_ Z7 4-1) > 3x-4y-3=0 


sas |> ty-s-Edo-y=a+4y-35-0 


Ro. > C(1,3)er=V5 

M2x + y + 5) + u(x +y + 1)=0 > P(-4, 3) é o centro do feixe 
de retas concorrentes. 

Uma reta do feixe é y — 3 = m(x + 4) ou ainda mx — y + 4m + 3 =0. 
Aplicando a fórmula da distáncia de ponto a reta, temos: 

| m:1-3+4m+83 


nn de 


Portanto, 


NIH 


[15 > m=+ 


1 1 
hxy+a(5)+3-=0=>x-2y+10=0 


1 4 
ay ra) +30 >x+23y-2=0 


Mx? + y? + 2y = 0 > C(0, -1)r=1 


3x-y=0 


Centro do feixe: l 
x+y=4 


> P(1, 3) exterior a À = 2 soluções 


Considerando que Xp = 1, Xc = O er = 1, então uma das tangentes 
tį: é a reta x = 1 ou t: Xx — 1 = 0. 


Calculando a outra tangente, temos y — 3 = m(x — 1) ou ainda 
mx-y+3-m=0. 


Então, vem: 

m:0+1+3-m 15 

> > — |=15m=>- > 15x- 8y + 9 = 0 ([t)). 
Jm? + 1 8 l a 
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319. 


320. 


321. 


A + y2 + 2y — 2 = 0 > C(0, —1); r = V3 
dpc = V10 >r > Pé exteriora À 
Então, feixe de retas por P: mx — y — 3m = 0. 


Como as retas devem ser externas, a distância do centro C(O, —1) 
às retas deve ser maior que o raio. 


m-0+1-3m 3-v21 ou m E 
Amro 6 6 


Mm: + y2 — 6x + 2y + 9 = 0 > 04(3, -1); 1, = 1 
M2: X2 + y? + 4x — 8y + 19 = 0 = 02-2, 4); 12 = 1 


|> 13 = m< 


1º) Verifica-se que x = O é uma das retas; 


2º) as demais pertencem ao feixe y = mx. 
Então, t: mx — y = 0. 


3 

(1) 4m? + 3m > 0 > ms = oum>0 
—8 — v19 -8 + 19 
———— ou m > — 

3 3 
Fazendo a interseção das soluções de (1) e (2), vem: 
—8 -v19 -8 +19 
== ou > < 


(2) 3m? + 16m +15>0 5 m< 


3 
m < ESF Ou A: 


NX +y? + 5x +8y+a=0 > o(-3 -a) 
PQ = 9, sendo P(xp, 0) e Q(Xo, 0). 


M é ponto médio de PQ, mM o) 


5 9 
Então: Xp = -57 +5 > Xp = 2 


2 
Xo = a SxS =T 
Q 2 2 Q 
Portanto, P(2, 0) e Q(—7, 0). 
Substituindo qualquer dos pontos (P ou Q) em \, obtém-se a = — 14. 
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322. M (5 + (y - 52} = 5 > C(5, 5) 1A=5 
Aplicando o teorema de Pitágoras no ABMC, temos: 


LN 7V5 
2 = |>| +a2 = —, 
j (5) dd 17 


Assim, vamos impor que a distância do centro C à reta s: mx- y = O 


seja a: 

|5m -5| 7N5 
de, s = [>> = >> > 18m? — 85m + 18 =0 
Se- ampa 17 T > 


>m=2 ou ii 
9 2 


Portanto: 2x — 9y = O ou 9x — 2y = 0. 


323. 19) X: (x — 4)? + (y + 3)? = 9 > 
> C(4, -3)er=3 
P(2, 1) € (Ss) > 
> simx-=y+1-2m=0 
P(2,1) EA 
2º) Aplicando o teorema de Pitágoras no 
APQC: 


2 ey 2 
Pta +aí>a=2. 


_ |4m+3+1 —-2m] 


2m +4 
3%) de,s = sal Mly 


mr 1 mir 
> 16m+12=0=m=- 5 3x+4y-10=0 


> 


4º) A outra solução éx = 2 > x-2 =0. 
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324. 


1) :3x+y=0= m,= -3 


S: Y — Yo = Mg(x — 


XD». > o l E E 
P(O, 2) € (s) | y -2 m(x — 0) > s: mx —y+2 =0 


Mm, — My 


1 
> m, = —— (rejeitado) ou m, = 2 
1 +mm, j 2 vrej ) $ 


gas =1= | 


.S:2x—y+2=0 

2) Q(xy, Yo) E S = Q(xg, 2xq + 2) 

dpo = Vx + (2x) + 2— 22 = V5 > xo=t1 

Para x9 = 1 > yo = 4 > 01,4). 

Para Xy =-1 => Yo =0 => Q(-1, 0). 

3) Os pontos P(O, 2) e Q(1, 4) pertencem à circunferência ». 


Os pontos P(O, 2) e Q(— 1, O) pertencem a circunferência As. 

Além disso, a reta r: 3x + y = O contém o diámetro da circunferéncia 
(A OU A>); portanto, C(xc, Yc) é tal que yc = —3Xc. 

4) Considerando a equação genérica da circunferência, vem: 

A: (X = Xe)? + (y — yo)? = 12 

1°) P(O, 2) E M > X+y$-4yç+4-2=0 (1) 

Q(1, 4) E M > xé + y — 2x0 — Bye + 17 - r? =0 (2) 


Sendo yc = —3xc (3), resolvendo o sistema formado por (1), (2) e 
O A E 
(3), resulta: Xç = 10" Ye — 10 er = 10" 


Nel HP. -27.3 
29) P(O, 2) E A > Xé + yê — 4ye +4- r =0 (1) 
Q(—1, 0) E dy» > xX + ye + 2xc+1-r=0 (4) 


Novamente, yc = —3Xc. (3) 


Resolvendo o sistema de (1), (4) e (3), vem: 


ial -5l -3-2 
z |X T To Y- 40) “10 
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3 


4) QR passa por P(3, —2) e mor 


3 
+ Ja kd 


> 3x — 2y- 13 = 0. 


MANUAL 


3) Como P é ponto médio da corda, então 


E 
2 


326. 
m 2 1 
a Ro |=rtacde nox s0-06 
P(2, -4) Es 
3) Interseção de s com os eixos: 
x=0 > y=-5 => A(0, —5) 
y=0 => x= 10 = B(10, 0) 
4) Área do AOAB: 
4º solução: Área = Pase X altura _ OB-OA 10-5 . 
gaS: 2 2 2 
E 1 
2? solução: Soag = > |Doagl 
O =5 1 > Soap = 25 
01 
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327. 


328. 


I) Mix? +y?=64 > C,(0, 0) e r, =8 


25 Y 25 
(E) +y =9 > 00) e rm=3 


> hi i2 < doc, < fa + fa => M e M secantes. 


102 7 3 


II) Se t é tangente comum conforme a figura, entáo: 
QP GT 8 
APC4T, nd APC>T> > 10 = L =—, 
CP CT, 3 
Usando a teoria da razão de segmentos colineares, vem: 
Xp A Xc 


e daí 

xX —0 _ 8 40 
m573>*">3 e yp=0 

$7 


HI) Equação da reta t: 
PEt => y-0=mx- £) = 3m-3y-40m-0 
P pee o ton 

= b ATT 


então, t: 3x + 4y — 40 = O ou t: 3x — 4y — 40 = 0. 


3 
=8 =+2 
> m z 


Calculando as interseções das retas, vem: A(O, —2), B(—2, 0) e C(O, O). 
AEA > (a — 0) + (b + 2)? =P 

BEA => (a + 2)? + (b — 0) =" 

CEA => (a — 0)? + (b — 0? = r2? 

Resolvendo esse sistema, obtemos: a = —1, b = —1, r = V2. 
Portanto, C(—1, —1) e r = V2. 
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329. AENA > (a+ 4) + (b — 4) =" 
BEA > (a+ 7? + (b — 3) =P 
CEA > (a + 8) + (b + 4)? = 1? 


Resolvendo o sistema, obtemos: a = -4,b=-—1er=5Db. 


Portanto, a equação da circunferência é (x + 4)? + (y + 1)? = 25. 


330. 
Cla, b) E biz > b =a > Cla, a) 
F f LS Aaa fina DE 
=r > -m =4 > a=-7 ou a= 
< 25 + 144 7 
portanto, a circunferência é: 
55 Y 55 Y? 
(x+ 7 + (y + 7)? = 16 ou k-#) + - $) = 16. 
331. 


à tg Ox > |b|=r (1) 

à tg Oy > Ja] =r (2) 
CEs>2a+b-3=0 
Resolvendo esse sistema, obtemos: 
a=b=r=1oua=-b=r=3 


e, portanto, há duas soluções: 
(x-12+(y-12=10u(x-32+(y+32=9. 
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332. CEOX=b=0 (1) 


T >| 2a + 3b-1 | 
V13 

Lek >| 2a- 3b-7 | 
V13 

Resolvendo esse sistema, obtemos: 


3113 
13 


a=2,b=0er 


e, portanto, a solucáo é: 
9 
— 92 2 + 2 — = 
(x= 2 +y 13 


333. I) t: 3x + 4y — 35 > m = -2 


sit>m A 
ess 
3 


AES=>2y-5b=>—(x- 5) 


w| > 


s: 4x — 3y- 5=0 

Il) Temos, então: 

CEs > 4a-3b-5=0 (1) 
AC =r >= (a — 5) + (b — 5? = 
=25 (2) 

Resolvendo o sistema, obtemos: 
(a=8eb=9)ou(a=2eb=1) 

e, portanto, há duas soluções: 

(x— 8)? + (y — 9)? = 25 ou (x — 2)? + (y — 1)? = 25. 


334. CEs >b=3a (1) 


a-b 
A tg Dis SL e (2) 
AEA => (a =4P +(b=4?=R2 (3) 


Resolvendo esse sistema, vem: 
a=2,b=6eR=2V2 
portanto, R? = 8. 
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0€erh>a2+b2=r"2 (1) 
ces>b=-2 (2) 


ttg > sat] =r (3) 
V2 
Substituindo (2) em (1) e (3), resulta: 
(1) a2? + 4 = r? e (3) A 
V2 


então a? + 4 = e dafa = 2 ou a = -14. 


(a — 6y 
2 


Se a = 2, então r? = 8 e, se a = —14, então r? = 200. 


Há duas soluções para o problema: 
(x — 2)? + (y + 2}? = 8 ou (x + 14)? + (y + 2)? = 200. 


CEs >a-3b-6=0 (1) 
à tg Ox > |b| =r (2) 
à tg Oy > |aļ=r (3) 


Resolvendo esse sistema, temos: 


(a=b = 3er-3ou[a--p-Ser 5) 


portanto, as circunferéncias sáo: 


3Y 32 9 
+ 3)? + (y + 3)? =9 == | +|y +>] ==. 
ml io 
OEA =a? +b =R (1) 
HEX > dor =R > 4222225] , (2) 
SEA > dos =R > tett] g (3) 


Comparando (2) e (3), resulta: 


13 
=3 ou b=-—. 
a ou 3 
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Se a = 3, temos: 


13 + 3b 
5 


9+b2=R2e [-r=p=4eR=Sou(p-Lor-2) 


13 
Se b = a temos: 


169 


a2 4108. pro LL 


5 


Portanto, o problema admite duas soluções: 


| = R > não existe a, R reais. 


(x — 3)? + (y — 4)? = 25 ou ae + (y-1]- E 
338. AEA > (a+ 1)+(b-2=P (1) erx1 
Oxtgà > |b|=r (2) 
Oytgà > Ja] =r (3) 
De (2) e (3) vem |a| = |b|, então: 
1? possibilidade: a = b 
(1)(a+12+(a-22=a2>a2-22+5=0>22€R 
2? possibilidade: a = —b 
(1) (a + 1)? + (-a- 2? =al > a2+6a+5=0= 
>a=-1l0ua=-5 
Se a = —1, então r = 1. (não convém) 
Se a = —5, então b =5er=5. 
Solução: (x + 5)? + (y — 5)? = 25. 


339. AEN > (a-82+b =r? (1) 
OE > 8a? +b? =r? (2) 


A tg b13 > A (3) 
Comparando (1) e (2), vem a = 4, entáo: 
(2) r? = 16 + b? e or 
V2 
E (4 — b)? 
e daí 16 + b? ==> >b=-4. 


2=16+16=32 
Solução: (x — 42 + (y +42 = 32. 
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340. 1) PEX 6 (a -— 1)? + (b- 1 =P? (1) 
Pero(a-82+b2=r2 (2) 
Comparando (1) e (2), vem: 
b = 7a — 31 (3) 
2) tx=otgro do Els r (4) 
Substituindo (3) e (4) em (2), vem: 
+205 
(r — 8} + (7r - 31? => r= ou r=5. 
49 
Em (4) a = tr, mas, pelas condições do problema, a > O. 
PE _ 205 
Então: a = 5 ou a = 0" 
e 12 
Substituindo esses valores em (3): b = 4 ou b = => 
205 Y 12? /205Y 
a Y =A1=— A A ME 
Portanto: (x — 5)? + (y — 4) 250u(x 49 ) +(y+ 2) í 49 ] E 
341. 
A(p — 16, 0) 
1º solução: 
1) t: x = O tg À = dl = r>a = tr, ou seja, a = —r, porque a < O. 


2) Aplicando o teorema de Pitágoras no triángulo CMB, temos: 
r? = d? + MB? > 1? = 36 + 64>r= 10. 

Portanto, a = —10. 

3) (x + 10)2 + (y — 6)? = 100 
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342. 


343. 


2º solução: 


lal _ 


tix= BAS — r=a = +Łr ou a = -r (1), porque a < O 
A(p — 16,0) € A & (a — p + 16)? + 6? = r? (2) 
B(p, 0) € A & (a — p? + 6? = 1? (3) 

Resolvendo o sistema de (2) e (3), vemp =a +8. (4) 
Substituindo (1) e (4) em (3), temos: r = 10 > a = —10. 
Então: (x + 10)2 + (y — 6)? = 100. 


O centro da circunferência inscrita é o incentro (ponto de encontro 
das bissetrizes internas do triângulo). 


Obs.: Uma solução é obter as bissetrizes e sua interseção. No caso, 
vamos usar a teoria das distâncias. 


Seja s a reta dos pontos Be C:s:x+y — 4=0. 


la+b —4| 
(1) de, s = Ca A 
b 
(2) do, — LA = 
r=[al=]b] 
(3) d mA 
C,y 1 


Como o centro C(a, b) pertence à bissetriz do primeiro quadrante, 
então b = a = r (4). 


Substituindo (4) em (1), vem: 
ja+a-4|=avV2 > a=4+2vV2. 
A solução a = 4 + 2V2 é rejeitada por estar fora do AABC. 


Portanto: 
(x — 4 + 242) + (y — 4 + 242)? = (4 — 242). 


3 
a) 19) r: 3x = 4y =- 25 = 0 > m,=>7 


4 
p 24 ` ~ 24 
29) < rs é tal que arctg 75 fS > tg fs = 7 
És 
Assim, t fes a >m podi e 
o 7 3 s 4 j 44 ` 
1+ gh 
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x f 3 
Como —1 < m, < O, então devemos ficar com ms = =z 


Como A(—3, 5) € s, então s: y — 5 = = (x + 3) e daí 


s:3x+4y-11=0 
3 


b) t/sem=m =-7 


3 
B(3, 12) E€ t > t: y +12 = -7 % 7 3) >t: 3x + 4y +39=0 


a ' ES 
r tg e [25 al 

3a + 4b — 11 Y 
c) s: tga > | TS 
CER A 
[Et Sa o 


Desenvolvendo os quadrados e, por escalonamento, resolvendo o 
4b 14 


sistema, vem: a = “3 3 em (3). 


Substituindo esse valor de a em (2), vem: 


=P (3) 


4b? + 39b + 56 = 0 > b = -< oub = -8. 
Para b = L vema = L que em (1) dá r? = 25. 
Para b = —8, vem a = 6, que em (1) dá r? = 25. 


2 2 
Portanto: k + 7) + E + 7) = 25 ou (x = 6)2 + (y + 8) = 25 


4 
é a solucáo. 
344. Usando a razáo entre segmentos, temos: 
CoC - CC 3 
(1) Y = TTL A 
CP r CP 2 


ya deals. O Sus 

SO Xp — Xc 3-a 2 5 
Yo Yo b-0 EA 
Si -Ye -4=b 2 5 
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a SR A a, 
C'P r 'P 2 
então 
Xe = Xo a! —0 Lopa- 
Xp — Xe 3-a' 2 5 
> 
Yc' — Yco b'= 0. . T b' 28 
Yp — Yc —4-b' 2 5 
AS 
5 y" 
345. A tg ho e deco = r+ fo e la ao)? | (b bo)? = (r + fp)? 
(-8 — 0} + (6 — 0? = (r + 6)2 
r=4 
+ + r" = —16 (rejeitado 
Palop pio a O e 
2 re =16 
r"" = —4 (rejeitado) 


(x + 8)2 + (y — 6)2 = 16 ou (x + 8)? + (y — 6)? = 256 


346. Usando a razão entre os segmentos, temos: 

(1) E — or 0 — 44, então: 

CP r P 
O-a 42 

=14 =a= => 2 2 

a+ 9 5 > (+4) + «fa 
A A E > i 
b — 12 5 
(2) a =="! ano = —16, então: 

C'P r 'P 
0-a' 8 
— = -16 »a' = -= 
a'+9 5 48\2 64\2 

A a a a a =1 

b'— 12 E 
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347. Pero (a — 0)? + (b— 12)? =r? (1) 
Pero (a— 5) + (b-— 7)? =r? (2) 
MIA & (a — 0)? + (b — 0) = (r + 8)? (3) 
Comparando as equações (1) e (2), vem: 
a? + b? — 24b + 144 = a? — 10a + 25 + b? — 14b + 49 > 
>a=b-7 (4) 
Comparando as equações (1) e (3), vem: 
a? + b? — 24b + 144 — °? = a? + b? — r? — 16r — 64 > 


3 
> 1=5b-13 (5) 


Substituindo (4) e (5) em (1), temos: 
3 2 
© 720-127 = (Žo - 13) => b = 12 oub = -8 


Para b = 12, vema = 5er=5. 
Para b = —8, vem a = —15 er = —25. (rejeitado) 


Portanto: (x — 5)? + (y — 12)? = 25. 


348. Pero (a- 1)? +b?=r? (1) 
A tg ào © (a + 2) + b? = (r + 3) (2) 
|3a + 4b — 24| 
atero q Tt (3) 


Observação: À tangente externa a Ay, pois r é externa a ho. 


Comparando as equações (1) e (2), vem: r= a — 1. (4) 
Substituindo (4) em (1), temos: b = O. (5) 


Substituindo (4) e (5) em (3) e resolvendo a equação, temos: 


a = a ou a = A 
2 8 
Para a = => > [= = (rejeitado) 
bias a PE Pan 
8 8 64 
Portanto: k T 2, +y2 = dg 
8 64 
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A circunferência Ay dada tem centro (20, 0) e raio 4. 

Condições do problema: 

OE > al +b? = 144 (1) 

A tg ào > (a — 20)? + b? = (12+ 4)? (2) 

Tomando + em (2) e resolvendo o sistema, encontramos a = ES e 


48 a 36 48 36 48 
b=+ 5” portanto, os centros são cal 55 j d 5’ 5 ) 
Tomando — em (2) e resolvendo o sistema, encontramos a = 12 e 
b = O, que não convém, pois o centro (12, O) estaria no eixo Ox, 
contrariando a exigência do enunciado. 


Para obter os pontos de tangência, trabalhamos com a teoria da 


razão entre os segmentos formados pelos centros e os pontos de 
tangência. 


36 

CE DM 
ca 12 _ [20M 4 e ds 
AC 4 48 

YA 5 dê A 

E A E 

ECO do e 
CA 12 20 -x; 4 5 
AC 4 te 

B 5 12 12 
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COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL 


1) A mediatriz m da corda AB passa 
pelo centro Co(O, O) da circunferência 
dada e pelo centro C(a, b) da circunfe- 
réncia procurada. 


Como AB // Ox, temos m // Oy, ou 
seja, CoC // Oy e daí a = O. 


2) O ponto P(xp, — 1) da reta t: x + 2y — 6 = O é tal que 
Xp + 2(-1) — 6 = O, ou seja, Xx, = 8 e P = (8, -1). 


Aretas = PC é perpendicular a t, então: 
pi >siy+1=2x-8) > s:2x-y-17=0 
Como C(O, b) € s, temos 2 : O — b — 17 = O, isto é, b = —17. 


3) r = dpc = V(0 — 8)? + (=17 + 1 = V320 
Solução: x? + (y + 17)? = 320. 


Determinamos os pontos A e B, interseção das circunferências: 
x-42+(y+22=5 (1) 

x= 1) + (y +3} =5 (2) 
) 
) 


=> y = —4 ou y = —1, então: A = (3, —4) e B(2, —1). 
2) Calculamos os coeficientes angulares das retas AE e AC> e das 
retas BC, e BC): 

1 


do qa Mpc, = — BC | PO 
1 = ÂC 1 ÃG a dd 
Mec, = 2 


Mac, =2 


Mac, = — 2 


O que significa que as circunferências são perpendiculares. 
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ANUROAVD — Cónicas 


354. Co(4, 3) > Xo = 4 e Yo = 3; 2a = 8 e 2b = 6 > a > b, então o 
semieixo maior é paralelo ao eixo x. 


(x = xo)? | (y— yo? a-4 , 4-34 
+ = + = 
a? p? ET: 9 É 
a=5 : A , 
355. l scg” b = 3 e o eixo menor é paralelo ao eixo x. 
x-6? _ y+3? 
D+ El. 
Portanto 9 25 1 
a [ad pera rapa 
© b=17 4 "* f 
a 2 x2 y? 
357. 9x + 25y = 900 > 3109 3g 71>a=10eb=6 


c? = al — b? > c = 8 > 2c = 16 (distância focal) 


c 4 
= a (excentricidade) 


5 
358.  v6 3 
e= =a? =b +2 (1) 
a? = b? + c? 
a. E 
P € eli 2,4 1 a+ t?= 40%? (2 
SIS e p O > a” + = 4a (2) 


4 
Substituindo (1) em (2), vem: 6b* + b? — 1 = 0 > b? = 3 
1 
Para b? = 3º vem a2=1. 
=1 > +3yY=1. 


x2 
Portanto: A + 
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359. 


360. 


361. 


362. 


363. 


364. 


COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL 


E S x2 y2 
= E z = 
9x4 + 25y 225 > 75 +39 1l>a=5beb=3 


c2 = a? — b? > c = +4 > (4,0) e (-4, 0). 


a > x2 y? 
169x + 25y= 4225 > 32 +39 15 
>a=13eb=5 


c2? = a? — b? => c = +12 > F,(0, -12) e Fa(O, 12). 


(x — 32 (y — 2} 
= — = 
o + 9 =1>a=5beb=3 


c? = a? — b? > c = +4 
Se a elipse tivesse o centro na origem do sistema, os focos seriam 
(—4,0)e (4,0). Porém, há um deslocamento do centro para o ponto (3, 2). 


Assim, aplicando esse deslocamento, obtemos os focos: (—1, 2) 
e (7, 2). 


A equacáo já está na forma reduzida. 


Fazendo a leitura: xy = 2, Yọ = 3, a? = 16 e b? = 4 (a? é o maior 
denominador). Conclusão: C(2,3),a=4eb=2. 


R=2" . W=2 x-3? (y-2? 

A y E - AA A 
25 9 + => “100 36 A 
2 = 100 

RES |5e-2-p5c-as 


Se a elipse tivesse o centro na origem do sistema, os focos seriam 
(—8, 0) e (8, 0). Como há um deslocamento para o ponto (3, 2), en- 
tão os focos são: (—5, 2) e (11, 2). 


Como F4(0, —5) e F2(0, 55), sendo 2c a distância focal, então 
2c = 60 > c = 30. (1) 
Como PF, + PF, = 68 = 2a > a = 34. (2) 
De (1) e (2) em a? = b? + c? vem: b? = 256. 
Mas, como F4(0, —5) e c = 30, então o centro C está deslocado no 
eixo y em 25 unidades, isto é, C(O, 25). 

x2 (y — 25) 


Portanto, a equação da elipse é: 75 + 1156 ` 
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365. Sendo F¡(—8, 0) e F5(8, 0), então 2c = 16 > c = 8. 
Como A(10, O) pertence a elipse, então a = 10. 
Portanto, b? = a? — c? = 100 — 64 = 36. 

(5) y 


e aan : 
Zoo. "go ea 


Como B(—5, y) pertence à elipse, então: 
y = +3V3. 


der, = V(-132 + 3V3} = 14 
der, = V32 + (43/37? = 6 
drr, = 2c = 16 
A soma das distâncias é o perímetro: 36. 
367. Tl ispanai 
16 9 
Portanto, c? = 16 + 9 = 25 > c = 5 > 2c = 10. 


2 al 
2_ 2 — EDO: A 2 + 2= + 
368. 36x 49y 1 e EN En 1 a eb 29 
36 49 

1 ai 85 185 

2 == + == — = — 

Portanto, c 36 29 1764 > € 22” 

v85 
A excentricidade é + = 12 > += — 


369. Nx2-y2=1 => o eixo imaginário é Oy; Fi(-v2, 0); FÁV2, 0) 
N:y2-x2=1 > o eixo imaginário é Ox; F,(0, —V2); Fslo, 2) 


Não são coincidentes. 
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371. 


372. 


COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL 


y? x? n soy 
2 — 2 = EE Ee 
144y 25x 3600 => 25 142 1 (eixo imaginário Ox) 
a? = 25 
2= a+ p2 = 
b2 = 144 | >C a be s C= 13 


Focos: (0, —13) e (0, 13). 


= 2 _ 2 
- — E do — = 1 (eixo imaginário paralelo a Oy) 


Centro C(2, 2) 


2 — 
area > 02=16>c=4 
b2=7 
Se não houvesse deslocamento, os focos estariam sobre o eixo x, 
sendo (—4, 0) e (4, 0). Considerando o deslocamento em duas uni- 


dades para ambas as ordenadas, vem: F4(—2, 2) e F2(6, 2). 


y2 x2 


(1) 9x2 — 16y2 = —144 > 0 1 (eixo imaginário Ox) 
a2 =9 focos: (0, —5) e (0, 5) 
3 |> 8=235>0=5 > S Co 5 
bo = 16 excentricidade: a 3 
0 


(2) Elipse tem por eixo menor os focos da hipérbole. Então, b = 5 e 


o 3 
excentricidade inversa à da hipérbole, isto é, 2 5 
b=5 (3) 
c 3 3a 
Portanto: + — = — == 
aos s 5 (4) 
a? = b? + c? (5) 
625 
Substituindo (3) e (4) em (5), vem a? = ETE 
E y? 2 2 
Então: -525 + 25 7 1 o 16x* + 25yé = 625. 
16 
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373. 


374. 


375. 


377. 


378. 


y2 = — 16x (foco no eixo Ox) 
2p = -16 > p= -8 


-P ma FIE z 
VF =È, isto é, F(B,0) > F 4, 0) 


Diretriz: x = i então x = 4. 


(y — 5)? = 12(x — 3); VF // Ox; V(3, 5) 
2p = 12 > p = 6; foco (3, 0), se não houvesse deslocamento. 
Como V(3, 5), então F(6, 5). 


1 
(x - 2 = (1)y => 2p=1 > p=>5 
Esta parábola tem deslocamento: V(2, 0), VF // Oy. 


1 1 1 
Então: F|2, =] e a diretriz é y = -= += 
ntáo De iretriz é y a? 


(substituímos —2 por 1 — 3) 
3 
+ 2x +13 =-=>3y 


(x + 1) 


| 
| 
| 
< 
+ 
(09) 


(x+ 1)? = -=(y — 2) => V(-1, 2) 


A(O, O) E parábola > (0 — xo)? = 2p (O — yo) (1) 

B(3, 3) € parábola > (3 — xo)? = 2p (3 — yo) (2) 

C(—6, 30) € parábola <> (-6 — xo)? = 2p (30 — yo) (3) 
Desenvolvendo as equações (2) e (3), nelas substituindo (1), 
ea | 9 — 6xo = +6p 


3 3 
> p= +— e X% = +—. 


36 + 12x = +60p 4 4 
3 
Substituindo esses valores em (1), vem: yo = "8 
32 3 3) 
O RN o ? — 3x = 3y. 
Portanto, temos í 3) > y 8 © 2x 3x = 3y 
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380. 


381. 


382. 


COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL 


d: x = 0 > eixo de simetria é paralelo ao eixo Ox 
p =dist(F,d)=4-0=4 > 2p=8 


a É > V(2, 1) 
Y =yYr=1 
equacáo (y — 1)? = 8(x — 2) 


diy=3 A p=3>2p=6 


3 
>W==>7 > 3 
F(O, 0) | 2 2 v(o, 3) 


O eixo de simetria é paralelo ao eixo Oy e F abaixo de V > 2p — 6. 


e= -el - 2) = æ= -6y +9 


y = x2 — x tem por inversa x = y? — y. 
RR e (1) 


x=y2-y (2) 
Substituindo (1) em (2), vem: x =x! — 2x3 + x2 —x2+x > 
x=0 
=> J] OU 
x=2 


Para x = 0, y = O e para x = 2, y = 2. 
Então A(O, O) e B(2, 2) são os pontos de interseção das funções f(x) 
e f'(x). 
Determinando a reta AB, vem x — y=0. 
dog = 12781 81 302 
i V2 V2 2 


x+y=0 > x=-y > X =y (1) 
o. (2) 

Substituindo (1) em (2), vem: y = O ou y = —4. 

Paray=0,x=0 > A(0,0). 

Para y = -4,x=4 > B(4, -4). 

Como y é eixo de simetria da parábola e ela passa pela origem, en- 
tão A(O, 0) é o vértice e x? = 2py é a equação. 

Como B(4, —4) pertence a x? = 2py, vem p = —2. 

Então, x2? = —4y > x? + 4y = O é a equação da parábola. 
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383. 


384. 


393. 


1) y =x +6x+4 

Completando o quadrado perfeito, vem: 
y+5=xX2+6x+9> y+5=(x +3)? > V(-3, —5). 
2y=x-6x+2 

Completando o quadrado perfeito, vem: 

Y T= IE —6x+9 > y+7=(x- 3? = V3, 7) 
3) Ponto médio de V,V, é M(O, —6). 


—— 1 
4) Coeficiente angular de VV é m = "3 > Ms = 3. 


5) Mediatriz de V1V2: Y — yo = Ms(X — Xo) 
y+6=3(x-0) => 3x-y-6=0 


x = y? + 10y + 27 
Completando o quadrado perfeito, vem: 
x=2=y?+10y+25 > x- 2 = (y + 5 => V(2, -5). 


a) 9x2 + 25y2 — 36x + 50y — 164 = 0 
Identificando com a equação teórica: 
kox? + kay? — 2koxox — 2kK1Y0Y + (kəxő + kayó — kık2) = O, vem: 
b=9=b2>5b=3 
k=25=al>2a=5 
2k5Xo =36 > Xo = 2 
2K1Y0 = —50 => Yo = —1 
koXó + k1yo — Kiko = —164 


ki > ko com eixo maior horizontal; centro C(2, —1) 
k>0 > elipsej(xX-22 (+12 _, 
k>0 25 9 


b) y? — 4x-—6y+13=0 


1 3 13 

—4x=-v2+ 6y — 13 = =y2 -—- ly y == 

X y y > xX 4 y 2 y A 
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Identificando com a equacáo teórica: 


1 Yo yô + 2pxo 
x=—y2 — Ly + 20 LO vem: 

2p p 2p 

1 1 
> ao. 

p=2 

Yo _3 = ya = parábola 4 V(1, 3) 
p 2 F(2, 3) 
2 

yo + 2px 13 
a A O 


c) 5x2 — 4y? + 30x + 16y + 49 = 0 

equação teórica: 

kax? + kıy? — 2koXox — 2k1Y0y + [koxo + kayo — K1k2) = O 
fk =5 

k4 =-4 

2k2Xo = —30 > X% = —3 

2k1Y0 = -16 > Y% = 2 

koxo + kıy — kiko = 49 


[ko > kı com eixo real horizontal; C(—3, 2) 
k >0 = hipérbole; (x+32 _ 4-2 _, 
lk <0 5 4 
a=15 e b=2 
1 1 8 
d) x2 — 4x — 12y = 32 = =x2 ->x-> 
) xX X y > y ia a 3 
sd 1 Xo xo + 2pyo 
equação teórica: y = — x? — —x + == 
22 p 2p 
[4 4 
2p 12 a 
Xo_1 E =2 = parábola | V(2, —3) 
p 3 F(2, 0) 
2 
Xo + 2PYo _ -8 E 
l 2p 3 2H É 


7 | Fundamentos de Matemática Elementar 


MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR 


e) 289x2 — 17183 = 2(256y — 289x — 32y?) > 
> 289x? + 64y? + 578x — 512y — 17183 = 0 
equação teórica: 
kax? + kay? — 2kox0x — 2K1Yoy + (koxo + kayo — kiko) = O 
ko = 289 =a? > a = 17 
k, =64 =b? > b=8 
2kK>Xo = —578 > Xo = 1 
2K1Yo =512 s Yo = 4 
kax + kayo — kiko = —17 183 


ko > kı com eixo maior vertical; centro C(—1, 4) 
k >0 > elipse; x+1? , 4-44 _, 
k >0 64 289 


394. 9x2 + 5y2 + 54x — 30y + 81 = 0 
equação teórica: 
kox2 + kıy? — 2koXox — 2k1Y0y + [koxo + kayo — kiko) = O 
ko = ES c 2 
>c=2e ==> 
k=5=b2 > b=vV5 a 


2k>Xo = —54 > Xo = 


3 
C(=3, 3 
2kyo = 30 > yo = 3 |= 


com eixo maior vertical 


ko >k 2 2 
neo = dio OS 
k >0 5 9 
a F(-3,5) e Fa(—3, 1) 
y= 

396. p y x (1) 
N:x2+5y2=6 (2) 


Substituindo (1) em (2), vem: 


x=1 > y=+1 ou y=-—1 


xX +5x-6=0 > 
LO ER 


S =((1, —1), (1, 1). 
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397. 


3 
De (1) e (2), vem: x2 = x? > xt = xX 5x -43=0 > 


x=0=>y=0 
> x(x — 1) = 0 = ¿0u 
x=1 >y=1 


São dois pontos de interseção: (O, O) e (1, 1). 


398. y =-1-V19-x2-2x >y+1=-vV19-x2-2x (1) 
x=3-V9-y?-4y >x-3=-V19- y?- 4y (2) 


Elevando (1) e (2) ao quadrado, vem: 


(oo a (3) 
x2+y2-6x+4y=0 (4) 

De (3) — (4) vem 8x — 2y — 18 = O, isto é, y = 4x — 9. (5) 
De (5) em (4) vem 17x2 — 98x + 45 = 0 e daí 


-8 y2 
o a 


ou 


X 


x=1=>y=-5 


E . : =. (45 27 
São dois pontos de interseção: = 27) e (1, —5). 


399. e — 4% =4 (1) 

xX +y =9 > X =9-y? (2) 
Substituindo (2) em (1), vem: y = +1. (3) 
Substituindo (3) em (2), vem: x = +2V2. 
Há 4 pontos de interseção: 


(242, 1); (-242, 1); (2V2, —4); (2V2, -1) 
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2 2 2 
400. Ê +y2—-4y+3=0 (1) 
3x -y+1=0 > y=3xX+1 (2) 
x=0 
ed .Ox4 0 Ev? — ou 
Substituindo (2) em (1), vem: 9x 5x 0s W5 
ya ae 
3 
Parax=0, y = 1. 
pags e 
3” 3 


Há 3 pontos de interseção: (O, 1), [5 2) e ($ 5) 


401. R e 
9x? + 25y? = 225 (2) 
Substituindo (1) em (2), vem: 


+15y +15y 
pede A A a 


34 34 
(= ISSA Jea 15x34) 
34 ° 34 34 * 34 


TAZ EE a E _ 30v17 
34 34 17 


xX +y=10 (1) 


402. | 
x+y=10 > y=10-x (2) 
Substituindo (2) em (1) e resolvendo, vem: 


x=0 => y= 10 = A(0, 10) 
ou 
x=1 > y=9 > B(1, 9) 


das = V1? + (-1)? = V2. 


y=x+m > y =X +2mx+m? (1) 


403. 2 
F tY =1 (2 
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Substituindo (1) em (2), temos: 
5x2 + 8mx + 4m?-4=0 
A = 64m? — 80m2 + 80 = O (para que haja 2 pontos ou 1 ponto de 
interseção) 
16m? — 80 < O 
m? —- 5<0 
Portanto: -V5 =< m =< V5. 
y =mx +2 > y? = m2? +4mx+4 (1) 
lo =4x (2) 
Substituindo (1) em (2), temos: 
m2? + (4m — 4x +4=0 


A=(4m-4)2-4:4:m2=0 (para que haja 2 pontos ou 1 ponto 
de interseção) 
—32m + 16 >= 0 


2mMm-1=<0= m= 


N|e 


1) Analisando os dados: 
x2 + y2 + 6x — 4y — 12 = O é circunferência C(—3, 2)er= 5. 
R(2, 3) está em (s) 3x — 2y =0, pois3 -2 -2 -3 =0. 


2) Interseção da reta com a circunferência: 


ce 4/39 639 
> x=+ ey=+ 

3x — 2y = 0 13 13 

ortanto. p = [439 6139 e _4N39 639 

p i 13 ' 13 13 43 | 


7 | Fundamentos de Matemática Elementar 


MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR 


406. 


407. 


3) Produto das distáncias: 


w= o o 3 


E 13 


13 
dpr * dor = V625 624 = 1 


Obs.: Uma solucáo menos trabalhosa é usar a Geometria: 
dpr ` dor = dar ` der = (dre — r)(dre + r) = (dpo)? — 12 = 
=26-25=1. 


A 2 A 2 
dor = (+22 + (8+ 229) = 25 + 4/39 


y =ax +bx+c (1) (b+0,c%0) 
Fazendo a mudanca de x para —X, vem: 
y=axX — bx+c (2) 


Considerando e resolvendo o sistema formado por (1) e (2), vem: 
x=0 > y=c. 


Portanto: (0, c) é o ponto de interseção. 


f(x) = 4x — x? 


TE (1) 
y=3x (2) 


Resolvendo o sistema formado por (1) e (2), vem: 
x=0ey=0 => A(0,0)oux= 1ey=3 > P(x, y') = P(1, 3). 


res (b13) y = X. 
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P(1, 3) em relação à reta x = 2 
é o ponto Q(3, 3). Como a reta 
procurada passa pelos pontos 
A(O, O) e Q(3, 3), então ela é a 
bissetriz dos quadrantes ímpa- 
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408. y=x?+x- 12 


2 
+ 
(1) Comparando com a equação teórica: y = ae — 20 y + Xo + 2Pyo 


2p 
1 1 
—=1 == 
Td Es 
JA - 1 (2 2) 
temos: E t = Xo 7 > V > 5 
2 
Xo t 2PYo _ a 
A 12 > Yo z 


(2) Como os outros dois vértices pertencem à parábola e ao eixo Ox, 
então y = 0. 
xX +x- 12 =0 > x=3 ou x= —4 > A(3, 0); B(—4, 0) 


1 
(3) Sasv = 2 |Dasv| 


1 343 
A al 343 [> Sav =- 

ABV — = “4 
= 2 dj 


0 

0 
49 
4 


412. bis: y =X => t// b43 étal que (t) y = x + k 
ty=x+k 
pn > -2+(5-k)=0 
NYZÉZXFS A =4k-16=0>k=4 
Portanto: ty =x+4 >x->—y+4=0 
Resolvendo o sistema quando k = 4, vemx=1ey=5. 
Portanto: T = (1, 5). 
1 
413. PXE SY TITOS Sm 
t Lr étal que m =3 >t y=3x+k 


hpi 


> 3x2 + 6k +k? +1=0 
A: 6x2 — y? =1 Ne 
2 


A =36k? — 1X(K? +1)=0>k=+ 
V2 


2 
Portanto: t:y = 34 4 12 > x-y+ Lo 
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416. P(O, 0) E y — Yo = M(x — Xo) => y = Mx 
A: xX? + 4y? — 16y+12=0 (1) 
ty=mx (2) 
Substituindo (2) em (1), vem: 
(1 + 4m?)x2 — 16mx + 12 =0 


as 


A = (—16m}? — 4(1 + 4m?) -12=0 > 4m?-3=0 > m= > 
Portanto: t: y = ¿E 


417. P(O, 2) E y — Yo = M(x — X) > y = mx + 2 


epi (1) 
(A) x? — 4y? =4 (2) 


Substituindo (2) em (1), vem: 
(1 — 4m2)x? — 16mx — 20 = O 
A = (—16m}? — 4(1 — 4m?\(—20) = 0 > 


5 H/5 
> 4m-5=0= m*?== =m= 
4 2 
+ 
Portanto: t: y = aS, 2. 


418. P(3, 0) E y — Yo = M(X — Xo) => y = m(x — 3) ou y = mx — 3m 


t: y = mx — 3m > y? = m? — 6m?x + 9m? (1) 
A: x= —2y? (2) 


Substituindo (2) em (1), vem: 
2m2x2 — (12m? — 1)x + 18m? = O 


A = [-(12m? — 1)? — 4 - 2m2 - 18m? = 0 > 
+V6 
24m2-1=0 = 
> 24m > m=- 
Portanto: sa 3 
ortanto: y = 55 (x ). 
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P a x2 y? 
419. E god 

9 4 
a? = £ > a= 2 
9 3 
1 1 
2 2 
b A =b > 

> b b 
Sendo as assíntotas s4: y = es e So: y= qd vem: 


3 3 
SY 55X € Sy == 7X 


x2 y2 
16 64 
Assim: a = 4eb=8. 


420. = 1 > a? = 16 e b? = 64 


A assíntota que forma ângulo agudo tem coeficiente angular positivo 


b 
m=. 
a 


Portanto, s: y = 2x. 


421. 1) b2x2 + a2y2 = a?b?, a > O, b > O é uma elipse de equação redu- 


2) Como as diagonais do quadrado passam pela origem e se in- 
terceptam formando ângulos retos, então essas diagonais são as 
bissetrizes: 

r: y =x œe Siy = -—X. 


1º) Determinação dos pontos A e C, pertencentes a r: 


- p2x2 + a2y2 = a2p?2 
a A (b? + a?)x? = ab? => 


ry=x 
ás a?p? ROE +ab ou x — 422V? + b? 
a2 + b? Va? + b2 a? + b? 
Al abya? +b? abva? + b? ) 
a? +b? * a?+b? 
cocar abya E) 
o AA 
a? + b? a? + b? 
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422. 


2º) Determinação dos pontos B e D, pertencentes a s: 


p b?x? + a?y? = a?b? tabva? + b? 
> MA 
s:y = —X a4 +b 


p( epa +b2 abva? + e) 


a? +b? * at+b* 


AEREA +b2? -abva2+ 2) 


a? +b? * a?+b? 
1 
a) Sagx = — |D 
) Sapx > | Dagx| 
a a? 1 


b b2? 1|=(b-alx- a(x- b) 
x x2 1 


(b — a)(x — a)(x — E) 


z. SaBx= 
ABX | 2 


b) Considerando a função f(x) da área positiva, então: 
(b — a)(x — a)(x — é) 
2 


f(x) = 


f(x) = E [(b — a)x2 + (a? — b2)x + ab(b — a)] 


1 
g(x) = > [x2 — (a + b)x + ab] é uma parábola que intercepta o eixo x 


nos pontos a e b. 
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b. p y as 
, isto é, x é o ponto médio. 


E a + 
c) f(x) é máximo local para x = 


AURA) — Lugares geométricos 


424. 


425. 


426. 


Se P(X, Y) pertence ao l.g., então: 

dap = dgp => (X — ay? + (Y — b} = (X— 0)? + (Y — d? => 
> 2(a — c): X + 2(b — d) - Y + (0? + d2 — a? — b?) = O, 
que é a equação do l.g. 


Conclusão: o l.g. é uma reta (é a mediatriz do segmento AB). 


Se P(X, Y) pertence ao l.g., então: 


aX + bY + c aX + bY + c' 
ds >[ oro | [Vasp | 


2aX + 2bY + (c + c)=0, 
que é a equação do l.g. 
Conclusão: o |.g. é a reta paralela a r e a s e equidistante de ambas. 


Se P(X, Y) pertence ao l.g., então: 
dp x= 2: dp y > |Y|=2|x| = Y2 = 4X2? > (Y + 2X\(Y — 2X) =0, 
que é a equação do l.g. 


Conclusão: o l.g. é a reunião de duas retas, Y = —2X e Y = 2X, con- 
correntes na origem. 
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427. Se P(X, Y) pertence ao l.g., então: 

3X + 4Y — 3 4X-— 3Y+8 

A as IE 

> (3X + 4Y — 3)? = 4(4X — 3Y + 8)? > 

> [(3X+4Y —3)+2(4X— 3Y +8)][(3X + 4Y-—3)- 2(4X— 3Y +8)] =0> 
> (5X — 10Y + 19)(11X — 2Y + 13)=0 

ou, entáo, desenvolvendo: 

55X? + 20Y? — 120XY + 274X — 168Y + 247 =0, 

que é a equação do l.g. 

Conclusão: o l.g. é a reunião de duas retas, 5X — 10Y + 19=0 e 


dp r= 2: dps > 


11X — 2Y + 13 = 0, concorrentes com re s na interseção de r coms. 


428. Se P(X, Y) pertence ao l.g., então: 
4X- 3Y+2 
— TT |=VX2+Y2 5 


dp, q = dpr > | 5 

> (4X — 3Y + 2}? = 25(X? + Y?) > 

> 9X? + 16Y? + 24XY — 16X + 12Y — 4 = 0, 
que é a equação do l.g. 


Obs.: Pode-se verificar que o l.g. é a parábola de foco F e diretriz d 
(ver item 179, p. 208). 


430. Seja P(X, Y) pertencente ao l.g. Temos: 


P(X, Y) E Y 
AP — 

A Xx +3 

Y 


Mee = 3 


APB = 45° > tgAPB=1 > 


A(=3, 0) B(3, 0) 
¿A A 
>| Map — Mpp as X+3 X-3 is 
1 + map: Mpp 1+ Y . Y 
X+3 X-3 


—6Y 


> La: > |-6Y| = |X? + Y? — 9] 
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entáo: 

se Y < 0, -6Y = X + YP - 9 >» X +Y? +6Y-9=0 
se Y > 0, —-(—6Y) = X + Y? - 9 > X + Y -6Y -9=0. 
Conclusão: o l.g. é a reunião de dois arcos de circunferência, 
X2 + Y? + 6Y — 9 =0 (no semiplano Y < 0) e 

X2 + Y? — 6Y — 9 =0 (no semiplano Y = 0). 


Seja P(X, Y) pertencente ao l.g. Temos: 


P(X, Y) Y 
Map = Y 
AN X 
A Sae 
PB x-40 
APB = 60º > tg APB = V3 > 
A(0, 0) B(10, 0) 
Yoo 
Map Mee | X X-10 
E sl di aR 
X X-10 
—10Y OS 
> sv 10| = V3 > |-10Y] = V3 - |X? + Y? — 10x] 
entáo: 


se Y < 0, —10Y = V3(X2 + Y? — 10X) = 

> 3X2 + 3Y2 — 30X + 10/3Y = 0 

se Y > 0, —(—10Y) = V3(X2 + Y? — 10X) > 

= 3X? + 3Y? — 30X — 10V3Y =0. 

Conclusão: o |.g. é a reunião de dois arcos de circunferência, 


3X2 + 3Y? — 30X + 10V3Y = O (no semiplano Y < 0) e 
3X2 + 3Y? — 30X — 10V3Y = O (no semiplano Y = 0). 
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432. 


433. 


Seja P(X, Y) pertencente ao l.g. O ponto P, ligado ao ponto Q(O, 0), 
define uma reta que intercepta a reta r: y = 1 — x no ponto R cujas 
coordenadas sáo (x, 1 — x). 


Como ok = 1, decorre que Q é ponto médio de PR; entáo: 
x +X (1 —x) + Y 
0= 0 = ——— 
z ê 2 


e daí x = —X = 1 + Y; portanto, X + Y + 1 = 0, que é a equação 
do l.g. 


Conclusão: o l.g. é a reta s de equação X + Y + 1 = 0 paralela à reta 
r e simétrica desta em relação à origem. 


R(x, —x2 + 2x) 


Seja P(X, Y) pertencente ao l.g. O ponto P, ligado ao ponto Q(O, 0), 
define uma reta que intercepta a parábola À: y = —x? + 2x em pon- 
tos R cujas coordenadas são (x, —x? + 2x). 
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PQ 
Como — = 2, temos: 
QR 
Xo =X — — — 
XR — XQ x— 0 YRT Yo =x*+2x-0 


X Y 
e daí vem x = -7 (1) e =x? + 2x = =; (2). 


Substituindo x de (1) em (2), vem: 


X? Y 
E o X = -5 e, portanto, X? + 4X — 2Y = O, que é a equação 


do l.g. 


A equação da reta AB é x — y — 2 = 0, então a equação da reta 
A'B', paralela a AB, é x — y + c = O; portanto, temos A' = (—c, 0) e 
B' = (0, ©). 
Seja I(X, Y) pertencente ao l.g., então | é interseção das retas AB' 
e A'B. 
Impondo o alinhamento de |, A e B', resulta cX + 2Y = 2c. (1) 
Impondo o alinhamento de |, A' e B, resulta 2X + cY = —2c. (2) 
Eliminando c entre as equações (1) e (2), vem: 

2Y —2X 


c = —— 


2=X 2+Y 
> (X + YX — Y — 2) = 0, que é a equação do l.g. 


> 2Y + Y2 = X - 2X > 


Conclusão: variando c, o ponto | percorre a bissetriz b24 (X + Y = 0) 
ou pode ser qualquer ponto da reta AB (X — Y — 2 = 0), o que vai 
acontecer para c = —2, quando A =A' e B=B'. 
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436. 


437. 


Suponhamos que a reta r coincida com o eixo x e que o ponto O 
esteja sobre o eixo y, tendo ordenada yo, com yo > d. 


Seja M(X, Y) o ponto da circunferência de centro C(a, b), variável, 
com diámetro d e passando por O(O, y). Temos: 


CM1x=a=X (1) 
d d 
dou=5>b-Y=5 (2) 


d d? 
doc =3 > a? + (b = yo)? = 


Substituindo (1) e (2) em (3), vem: 


d 2 q 
2 dE SE == = — 
É v o 


(3) 


e daí X? + Y? + (d — 2y0)Y + YolYo — d) = O, 
que é a equação do l.g. 


d d 
Conclusão: o l.g. é a circunferência de centro o, 37 vo e raio 2 


Seja P(X, Y) pertencente ao l.g. Sendo OP = 3 - AP, temos: 
OP =VX2 + Y2 = 3 - V(X — 2)? + Y2 

e daí vem 

2X2 + 2Y? -9X+9=0 


que é a equação do l.g. 


9 3 
Conclusão: o l.g. é a circunferência de centro (2, o) e raio T 
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Seja M(X, Y) pertencente ao l.g. Temos que M é ponto médio do 
segmento PQ, entáo: 


ya O, e E aa 
2 2 2 

e daí vem: 

x=2x-2e y =Y. 

Como P está sobre a circunferência de centro C(—3, 1) e raio 3, temos: 

(x + 39 + (y - 1)? = 

e daí vem: 

(2X — 2 + 3)? + (Y — 1) = 

4X + Y2 + 4X- 2Y-7=0, 


que é a equação do l.g. 


P y 


Seja P(X, Y) pertencente ao l.g. 


Consideremos, por P, as tangentes à elipse x2? + 4y? = 4 (1). As 
tangentes têm equação da forma y — Y = m(x — X) (2). As equações 
(1) e (2) devem formar um sistema que tem um só ponto comum. 
Substituindo y de (2) em (1), resulta: 


x2 + 4(Y + mx — mX}? = 4 
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441. 


e daí 

(1 + 4m?)x? + 8m(Y — mXx + 4[(Y — mx)? — 1] =0, 

que deve fornecer um único valor para x. 

Entáo: 

A = 0 > 64m?(Y — mX}? — 16(1 + 4m2)](Y — mx? — 1]= 0 

e daí (Y — mX}? + (1 + 4m?) = 0 

ou seja, (4 — X)m2 + 2XYm + (1 — Y?) = 0. 

Essa equacáo fornece os coeficientes angulares das duas tangen- 
tes por P, que sáo perpendiculares. 

Então, o produto das raízes dessa equação é — 1, ou seja, == = 
= —1 e finalmente X? + Y? = 5, que é a equação do l.g. 


Seja P(X, Y) pertencente ao l.g. e seja Q(x, y) a interseção de AP com 
a mediana BM. 


AQ 
Como —— = —, temos 
PQ 2 
XQ T Xa 4. x— 0 1 
=Z e — 
XQ — Xp 27x- xX ymi 
= 1 =0 {T 


Yo Ye. 2 y-Y 2 
Como Q percorre a mediana BM cuja reta suporte tem equação 
x— y + 1 = 0, temos: (—X) — (-Y) +1 =0e daí -X+Y+1=0. 


Notemos que -1 sx <0 e O<y=<1 (pois Q está entre M e B) e, 
então, 0<X<1e-1<Y<0. 


Conclusão: o l.g. é o segmento de reta —X + Y + 1 = 0 de extremos 
(0, —1) e (1,0). 
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O ponto A, variável, tem coordenadas (0, y). 


O ponto M, médio de AB, tem coordenadas (x, 0). 


O ponto B, pertencente ao l.g., é (X, Y). 


Devemos ter: 


x _ ža t% AY a Za 
MET 1 YM -z AM 
então: 
O+X + Y 
= (1,0 = (2) ex? + y? = a? (3). 


Tirando x de (1), y de (2) e substituindo em (3), resulta: 


2: 
(2) +(-Y2 = a? e daí X? + 4Y? = 4a?, que é a equação do I.g. 


2 
X2 y= 


Conclusão: o l.g. é a elipse de equação reduzida FE +— = 1. 
a 


a2 


2 2 = 2 
dep, + dp, = 4r 


(X= r)? +y? +(x Hr Hy SA => +y =p 
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Se A(a, 0) e B = (0, b), a equação segmentária de r é a + E = 1. 


2 1 
Como Q(2, 1) está em r, devemos ter a + T = 1. (1) 


As coordenadas de M são 2), 


Seja P(X, Y) pertencente ao l.g. Como M é médio de PQ, então: 
= Xp + XQ a = X+2 = 
Xx mM == * ao > >a=Xx+2 (2) 
YP + Yo b Y+1 
=D" 55 = =Y + 
Ym > > > > >b=Y+1 (3) 
Substituindo (2) e (3) em (1), resulta: 
2 P 1 
X+2 Y+1 


Conclusão: o l.g. é uma hipérbole equilátera. 


= 1 e daí XY = 2, que é a equação do l.g. 


445. Seja P(X, Y) a interseção de r, com rə. 

Temos: 
m E 2 e 

ESO X 
A Y-0_ Y 

2 ep Ke-2 
Como má + m5 = = 1, resulta: 

Y 2 

o) eloa) i 
e daí 


x2y2 — (X — 2){x2 — Y?) = 0, 


que é a equação do l.g. 


446. 
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A área da superfície lateral de um cilindro é dada por A, = 21h. Fi- 

xando o valor de A, em k, os cilindros que possuem área lateral igual 

a k têm dimensões r (raio de base) e h (altura) tais que 2mrh = k, 
k 

ou seja, rh = De Variando r e calculando h, obtemos os pontos da 
T 

hipérbole equilátera da figura. 


a) Seja C(a, b) o centro e seja R o raio 
de uma dessas circunferências. 
Devemos ter: 

R=aeR2=b2+1 

Então: 

a=R (1)e b=VR2- 1. (2) 


Portanto, a equacáo da circunferéncia fica sendo 
(x— R2+(y—- VR2= 1)? = R2, 


b) Eliminando R entre as equações (1) e (2), resulta: 

b = Va? — 1 ou ainda a? — b? = 1. 

z=x+yi 

z— 2i=x+(y- 2)i 

Iz- 2i] = Vx + (y — 2}? 

Iz- 2i|=2 » Ve + (y-2?=2=x+(Y-2=4, 


que é a equação da curva cujos pontos representa z. Trata-se da 
circunferência de centro (O, 2) e raio 2. 


A equação de r é y = mx. A equação 
da reta s é y — 0 = (xo 4) 


O ponto A', interseção de r com s, 
está nas duas retas e, então, sa- 
tisfaz as duas equações. Eliminan- 
do m entre as equações, temos: 


y= (a — 4) e daí x? + y2 — 4x = 0. 


Conclusão: o l.g. é uma circunferência de centro (2, 0) e raio 2. 


7 | Fundamentos de Matemática Elementar 


MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR 


450. 


451. 


452. 


453. 


x*=yY+x+y=0 
Fatorando, temos: 
(x = yx + y) + (x+y)=0 


x+y=0 
(x+y(x—y +1)=0 > ¿0u 
x=y+1=0 


que sáo duas retas concorrentes e perpendiculares. 


y2 — xy — 6x2 = 0 
Resolvendo a equação em y, vem: 
A = X? + 24x = 25x? 

x + 5x 


y= ~> > y = 3x e y = —2x (retas pela origem) 


x? + 2xy +y? -9=0 


Fatorando, vem: 


x+y-3=0 
(x+y? -9=0 > (x+y-— 3(x+y+3)=0 {ou 
x+y+3=0 


6x? — 6y? + 5xy — 6x + 4y = 0 


Resolvendo a equação em x, vem: 

6x2? + (5y — 6)x — 6y? + 4y = 0. 

A deve ser um quadrado perfeito para que a equação represente uma 
reunião de retas. 

A = (by — 6)? — 24(—6y? + 4y) = (13y — 6)? 


Fundamentos de Matemática Elementar | 7 


COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL 


Portanto: 
3 

3x-2y=0 > m=z 

PE —by + 6+ (13y — 6) La 

Do 42 ou 
2x+3y —-3=0 > m = E 
1 . 
mı = EA = retas perpendiculares. 


2 


454. a) x +8x+15-xy-3y=0 
Fatorando, temos: 
(x + 3(x + 5) —- y(x + 3) = 0 > (x+3)x —y +5D)=0 
n:x+3=0> fm; r L Ox 
bix—y+5=0>m=l 
Então, rə // b43, Portanto, rə faz um ángulo de 45º com os eixos 
Ox e Oy. 


Como rı // Oy, então o ángulo 9 entre r, e r2 é ne 


b) 3x? — 3y? + 6x — 2y + 8xy = 0 
Resolvendo em x, temos: 
3x? + (6 + 8y)x — (3y? + 2y) =0 


A = (10y + 6)? 
3x-y=0= m,=3 
—6 — 8y + (10y + 6 
S y + (10y +6) _ ¿ou 


i 6 


1 
x + 3y +2 O > M5 


1 - Ñ T 
Como m, = ——, as retas são perpendiculares => 0 = >. 
ma 2 
c) 25x? + y? — 10xy + 5x — y = 0 

Fatorando: 

(5x — y)? + (5x — y) =0 


5x-y=0=>m,=5 
ys y + 1120 << ou 
5x-y+1=05m=5 


mı = M2 => retas paralelas > 0 = 0. 
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455. 2x? + my? + 2xy + 10x+my+4=0 


Resolvendo em x, vem: 

2x2 + (2y + 10)x + (my? + my + 4) =0 

A = (2y + 10)? — 8(my? + my + 4) 

A = (4 — 8m)y? + (40 — 8m)y + 68 

A é quadrado perfeito se A' = 0. 

A' = (40 — 8m}? — 4 - 68(4 — 8m) =0 > m = -12 + 2/34 


456. xy =2 


Comparando com a forma teórica Ax? + By? + Cxy + Dx + Ey +F=0, 
temos: A=B=D=E=0;¡C=2;¡F 2. 


2A C D 
a=|C 2B ELSA sd eo = hipérbole 
D E 2F 


B = 4AB - C? > B= -1 


457. x -—2xy -y =0 
Resolvendo em x, temos: x? — 2yx — y? = 0. 
A = (—2y? + 4y? = 8y? 


1+vV2 
x= y 
_ 2y + 2V2y 2 
A E 
y= 1 2 
2 y 


A equação representa a reunião de duas retas. 


458. x? + 16y? + 2mxy -1=0 
Comparando com a equação teórica, temos: 
A = 1, B = 16, C = 2m, D =E = 0, F = -1. 
a = —128 +8m*?>a+0sem*+-4emx+4 


B = 4AB — C? = 64 — 4m? 
y=A+B=17 


Nessas condições, temos: 
m=-4o0um=4 > a=0eß=0 = duas retas 
-A<m<4 =a#+0eß>O0 > elipse 
m<-4Zoum>4 >= a+0eß<0 = hipérbole 
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2 y? 
459. =t =E eS 


+ => = 1 > elipse 
a? p2 ac?  p?c2 p 


460. y-2x —-7x+8=0 & y=2x +7x-8 > parábola 


x2 y2 
461. — + 
si 9 4+m 


A equação representa uma hipérbole se 4+m<0 > m<-4, 


=1(m+-—4) 


462. x-y +x+y=0 
Fatorando, temos: 
(x + yx — y) + (x+y) =0 => (x + y)lx — y + 1) =0 
+y=0 =- 
E y Me (reuniáo de duas retas perpendiculares) 
x=y+1=0 > m= 


463. x?-6x+8=0 


Fatorando, temos: (x — 4)(x — 2) = O. 


p E E E y (são duas retas paralelas ao eixo Oy) 
464. 2+2xy+y2-1=0 
Fatorando, vem: 
x+y?-1=0= (x+y-1(x+y+1)=0 
Ra > m, = -1 


(são duas retas paralelas) 
x+y+1=0 > m 


465. x? — 3xy +2y =0 


Resolvendo em x, temos: 


2 — 3yx + 2y? = 

A el y | > x= 2y oux=y 

A = y 

(x — 2y)(x — y) = O (reunião de duas retas concorrentes na origem 
do sistema) 


466. 4x — 9y2=0 
(2x — 3y)(2x + 3y) = O (reunião de duas retas concorrentes na ori- 
gem do sistema) 
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467. —y?=2xy-— x? 
x? — 2xy +y2=0 
Fatorando, vem: 
(x— y? = 0 => x = y (bissetriz dos quadrantes ímpares) 

468. x2+2ayx+y2=0 
A = 4a?y? — 4y? = 4y?%{a? — 1) 

A equação representa a reunião de duas retas se A é quadrado 
perfeito. 
Então, a? — 1 > 0 > a < — 1 ou a > 1, ou seja, |a| > 1. 

469. f(x,y) = g(x,y) = f(x,y) — g(x,y) =0 = ax + by +c = 0,coma +0, 
então a equação f(x, y) = g(x, y) representa uma reta que contém em 
particular os pontos em que f(x, y) = O = g(x, y), ou seja, os pontos 
de AQB. 

470. x —4x+y +4y+11=0 
(2 — 4x + 4) + (y? + 4y+4)+3=0 
(x = 2) + (y + 2} = -3 
Esta igualdade é impossível, pois o 1° membro é maior ou igual a 
zero e o 2° membro é negativo, então a equação dada representa 
um conjunto vazio. 

471. x2+y2-2x-6y+10=0 
(x? — 2x + 1) + (y? — 6y + 9)=0 
p- typ 
então só o ponto (1, 3) satisfaz a equação dada. 

NDA — Demonstração de teoremas de Geometria Plana 

474. 1) P é ponto médio de AB: 


100 


M é ponto médio de BC: 


b+c d 
m 2 à) 
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2) Vamos determinar o coeficiente angular de cada uma das retas 
AC e PM 


d 
Me 
d pza 
2 mis = mpm > PM // AC 
O did / 
PM b+c c 


dac = Vc2 + d2 

E prol Ej Vera | em = 5 dc 
dem = (57 vi | A 

2 2 2 2 


1) Determinemos os pontos M e N médios das bases: 


a b+d 
m=(2,0) e n=( > o) 


2) Determinemos o ponto P, interseção das diagonais AC e BD. 


A equação da reta AC é cx — by = O e a equação da reta BD é 
cx + (a — d)y — ac = O. Resolvendo o sistema formado por essas 


duas equações, temos 


p=[ ab ac 
“da+b-d' a+b-d/f 
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3) Determinemos o ponto Q, intersecáo dos lados AD e BC. 

A equacáo da reta AD é cx — dy = O e a equação da reta BC é 

cx + (a — b)y — ac = O. Resolvendo o sistema formado por essas 
ad ac 


a+d-b' a+d-b/ 
4) A equação da reta MN é 20x + (a-b-—d)y-—-ac=0. 
Provemos que P e Q estão na reta MN: 

2CXp + (a — b — d)yp — ac = 


duas equações, temos Q = 


-2 E + ab 0) ac 

= 7" [Babe + (a b — d)ac — (a + b — d)ac] = O 
2cxo + (a — b — dyo — ac = 

=2: (aba a0= 

= 5 Baod + (a — b — djac— (a + d — bac] = 0. 


476. 


A(O, 0) B(a, 0) 


1) Determinemos os pontos M e N médios das diagonais: 
b c a+d e 
n (een -( 2 o 
2) Determinemos o ponto E, interseção das retas que contêm os 
lados AD e BC: 
equação de AD: ex — dy = 0 
equação de BC: cx + (a — b)y —ac = 0 


acd ace 
ae — be + cd’ ae — be + cd 


solucáo do sistema: E = 
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3) Determinemos o ponto F, intersecáo das retas que contém os 
lados AB e CD: 


equacáo de AB: y=0 

equacáo de CD: (c — ejx + (d — b)y + (be — cd) = O 
solucáo do sistema: F = (peca, o) 

4) Determinemos o ponto G, médio de EF: 


1 2bcde — ac2d + abe? — b2e2 — c2d2 
Xe = = (Xe + xp = [www >|» 2 — 


2 2(ae — be + cd)(e — c) 
o l bya ace 
Ya = y WE T YF = Zae — be + cd) 


5) A equação da reta MÑ é 2(c — e)x + 2(a + d — b)y + (be — ac — 
= cd) = 0. 

Provemos que G está em MN: 

2(c — €): Xa + 2(a + d — b): ya + (be — ac — cd) = 

_ 72bcde + ac2d — abe? + b?e? + c2d? y Ace (a+ d-b) 


ae — be + cd ae — be + cd 
a (be — ac — cd)(ae — be + cd) En 
ae — be + cd 
y 
C(c, d) 


_b-c 
mgg E b Mg = F 
A(O, 0) E h, > y- 0= 2E x-0) 
b=cC 
ha: y = q x 
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478. 


(2) Determinemos hp L AC: 


d 
Mrz =< => Ma ===> 
AC c hb d 


B(b, 0) Eh, = y-0=-S (x b) > (my = Ex + 
(3) Determinemos h, L AB: 

ho é uma reta por C(c, d), perpendicular a Ox. 

Então, h, = C. 


(4) Determinemos ha N hp N he: 


y a) 
c bc 
ES 
x=c (3) 
A c(b — c) . 
Substituindo (3) em (1), vem: y = A que satisfaz (2). 


c(b — c)) . A 
Portanto: Ilc, “do é o ponto comum das três alturas. 


mı 


1) Determinemos a mediatriz m4 L AB em M, médio de AB: 


b 
M2, o) my é reta perpendicular ao eixo Ox, por M: 


mix => 
q: 2: 
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2) Determinemos a mediatriz mo L BC em N, médio de BC: 

(ore 2); my = dm 0 
2 '’2 BÈ p=b ls d 
dl prep bra, 

2 d 2 


b=g.. Pate 


> My = 


3) Determinemos a mediatriz mz L AC em P, médio de AC: 
c d 
ol s) 
d c 
Mic = © = Mm, = A 
Ma: y 2a El £) > Ma: y = —— xX + 
2 d 2 d 2d 


4) Determinemos mı N mo N mz: 


== (1 
x= O 
b-c b? — c? + d? 
y= g 2d (2) 
=0 o gÊ 
gm 
d 2d 


c2 + d2 — bc 


Substituindo (1) em (3), obtemos y = 2d 


, que satisfaz (2). 


b c2+d2 — bc 


Portanto: ( é o ponto comum às mediatrizes do 


2’ 2d 
triângulo. 
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